Zdolavani nerovnosti






* * %
* *
* *

~ ®
’mr .l. UNIVERZITA J. E. PURKYNE V USTI NAD LABEM
°

MINISTERSTVO SKOLST\ OP Vzdélavéni
A ( i¢ pro konkurenceschopnost

* *
* 5k

EVROPSKA UNIE ¥’

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Zdolavani nerovnosti

Michal Rolinek a Pavel Salom

Publikace je vydana v ramci projektu ,,To je véda, seznamte se — podpora
systematické prace s zaky a studenty v oblasti védy, vyzkumu a vyvoje“,
reg. ¢.CZ.1.07/2.3.00/09.0121.
Tento projekt je spolufinancovan z Evropského socidlniho fondu a statniho rozpoctu
Ceské republiky.

*
W -
T 2007-2013
IPRM

* *
* * *

Tento projekt je soucasti IPRM Usti n. L.—Centrum.






Jak to vSechno vzniklo?

Dostava se vam do rukou text, ktery vznikl na pfelomu let 2009 a 2010. Napsali jsme
jej pro Matematicky korespondenéni seminai (déle jen MKS), avSak jsme velice radi, ze
nezustal navéky ukryt jen v jeho archivu.

Protoze text vznikal pro stfedoskolaky, snazili jsme se tomu pfizptsobit jeho obsah
i formu. Umyslné se vyhybame metodam, které by vjrazné presahovaly st¥edoskolské
ucivo. Pokud jej nékteré presto mirné pirekracuji, doufame, Ze se ndm je podafilo podat
pfistupné a srozumitelné. Protoze vSak seridl cetli i nasi znami a kamaradi, cas od ¢asu
jsme se jej pokusili ne¢im okorenit. Doufame, ze nas styl nikomu neznepfijemni atmosféru
pri Cteni.

Jak text Cist?

Nevytycili jsme si za cil podat kompletni pifehled znamych nerovnosti. Naopak se snazime
pouzivat jen nékolik malo z nich a na ptikladech demonstrovat jejich silu pfi skloubeni
s dimyslnymi metodami, z nichz nékteré byly vyvinuty teprve pred nékolika lety. S tim je
ale spojena jedna velkd (ne)vyhoda seridlu. Jeho nedilnou soudésti je totiz velké mnozstvi
cviceni a jsme presvédceni, ze opravdovy smysl za¢ind seridl mit az poté, co ¢tenar ucini
rozhodnuti, Ze pro pochopeni nerovnosti je ochoten vénovat i néjaky cas samostatné praci.
Cviceni se snazime volit tak, aby se ¢tenafi nezdala nudna ani pfili§ obtizné.

Na konci kazdého dilu uvaddime kromé tii seridlovych tloh, které slouzi k ovéfeni nové

Vv

nabytych znalosti, také t¥i tézsi llohy na premysleni.

Podékovani

Chtéli bychom podékovat predevsim Josefu Tkadlecovi a Martiné Vavdckové za pec-
livé procteni celého seridlu a velké mnozstvi pripominek, které zvedly jeho kvalitu. Déale
bychom chtéli podékovat prof. RNDr. Janu Malému, DrSc., ktery byl ochoten si nas text
procist predtim, nez jsme se jej odhodlali zverejnit. Nakonec dékujeme i kazdému ¢tenafi
za to, Ze jsme tuto praci nedélali zbytecné.

Pavel Salom a Michal Rolinek
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Nerovnosti, dil |

Uvod a motivace

Na samy tvod seridlu bychom vam chtéli pogratulovat k dobré volbé tématu. Nerovnosti
jsou piekrasnou (a také nasi oblibenou) kapitolou a budeme se snazit vasi diivéru oplatit
poutavym, étivym, zdbavnym a predevsim pouénym poviddnim. Posudte sami, jak se nadm
to bude darit. Nuze, neotalejme déle a vrhnéme se stfemhlav do pestrého a podmanivého
svéta nerovnosti!

Co to je nerovnost?

Jelikoz nerovnostem budeme vénovat cely serial, bylo by dobré si nyni vyjasnit, co to
vlastné je. Ulohy, jimiz se budeme zabjvat, budou vypadat zpravidla néjak takto:

Uloha. Ukaizte, ze pro viechna realna ¢isla z,y, z plati
x2+y2+22 > xy+yz+ zx.

Na rozdil od nerovnic, s nimiz se bézné setkavame na stfedni skole, tady nepatrame
po tom, kdy dany vztah plati. U nerovnosti dokazujeme, Ze plati pro jakakoliv p¥ipustna
Cisla (kterd to jsou, to se vzdy dozvime ze zadéani). Nerovnosti mohou vypadat vSelijak,
od uplné jednoduchych, jako je tfeba tato:

2?2 >0 pro kazdé z € R,

az po takové, s nimiz dlouhé mésice netspésné zapasil i prezident ceské matematické
olympiddy doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc.
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ZDOLAVANI NEROVNOSTI

Uloha. (Hodné tézka) Dokazte, ze pro libovolna kladn4 é&isla a, b, ¢ plati

ab 4 be n ca
4a2 + 02 +4c?  4b%2 +c? 4+ 4a?  4c? + a? + 42

1
< -
-3

V centru nasi pozornosti budou pfevazné nerovnosti, jejichz obtiznost lezi nékde mezi
uvedenymi priklady.

Na nerovnostech je zajimavé, Ze na né neexistuje zadna univerzalni metoda. U kazdé
nerovnosti musime peclivé rozmyslet, z které strany povedeme sviij atok. V tomto serialu
se nauc¢ime nékolik zakladnich i pokrocilych vypadi a také to, jak u nerovnosti poznat,
ktery z nich zvolit.

K ¢emu jsou nerovnosti dobré?

Ke spousté véci! Schopnost pomérovat algebraické vyrazy zarucené uplatnite. Algebraicka
predstavivost a intuice, kterou ziskate, bude neocenitelnd; jak na stfedni, tak pozdéji i na
vysoké skole (vysokoskolskych aplikaci je bezpocet). Mimoto se nerovnosti daji s ispéchem
pouzivat v tlohach podobnych tém z naseho seminafe ¢i z matematické olympiady (déale
jen MO). Vsak napfiklad nedavné celostatni kolo MO 2009 piimo obsahovalo diikaz jedné
nerovnosti a podobnych pfipadt z poslednich let je mnoho. Pro ticast v mezinarodnich
soutézich je znalost zakladnich nerovnosti témér nutna. Nemate-li ovSem ambice v MO,
pak vam snad bude stacit védét, ze nerovnosti jsou zkratka pékné a casto se v jejich
ditkazech objevuji originalni myslenky. Jejich studium je diky tomu velmi obohacujici.

v

Nejjednodussi nerovnosti a jejich dikazy

Tu nejjednodussi nerovnost jsme si jiz ukazali, nicméné jeji vyznam je obrovsky, a tak si
zaslouzi zopakovani:
22 >0 pro kazdé x € R.

Ano, druhd mocnina kazdého ¢isla je opravdu nezaporna. Pokud se vam tato nerovnost
zd4 trapné jednoduchd, pak vézte, Ze jeji disledky jsou nedozirné. Naptiklad si predstavte,
ze byste méli dokazovat nerovnost

(2 —=3x+1)> >0 pro kazdé = € R,

v niz by ovSem leva strana byla roznasobena! Objevit, Ze se jedna o druhou mocninu, by
jisté dalo dost prace, a to jsme zdaleka nepouzili nejtézsi mozny priklad. Takova ,zvérstva‘“
ale v tomto seridlu provadét nebudeme. :)

Nejpouzivanéjsi dasledky nezapornosti druhé mocniny jsou uvedeny v néasledujicich
prikladech.

Priklad. Pro kazdé x,y € R plati
2 4 9% > 2xy.
Diikaz. Snadno spatiime, Ze tato nerovnost je ekvivalentni nerovnosti (x —y)? > 0, ktera

jisté plati.
10
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Priiklad. Pro jakékoliv kladnéa ¢isla a, b plati

+->2

Sl
SIS

Diikaz.  Jisté plati
a® + b? > 2ab.

Vydélme tuto nerovnost ¢islem (kladnym, znaménko se tedy nezméni!) ab a ziskdme

+2 >0

SRS
ISERS

coz je presné nerovnost, kterou jsme méli dokazat.
Cviceni. (Dilezité) Rozmyslete si, Zze plati nasledujici tvrzeni:
(i) Pficteme-li k obéma strandm nerovnosti stejné ¢islo, dostaneme platnou nerov-
nost.
(ii) Vynasobime-li obé strany nerovnosti kladnym ¢islem, ziskdme platnou nerovnost.
(iii) Se¢tenim dvou platnych nerovnosti ziskdme platnou nerovnost.
(iv) Vynésobenim dvou platnych nerovnosti mezi kladnymi ¢isly (rozuméjte: na obou
levych i pravych stranach jsou kladné ¢isla) ziskdme platnou nerovnost.

Poznamka. Kdykoliv pozadujeme, aby ¢isla byla kladna, mame k tomu divod.

Jesté si na pifkladu ukéZeme, jak by mél vypadat pékny ditkaz nerovnosti. Casto se
totiZ postup, diky némuz nerovnost vyfesime, 1isi od diikkazu, ktery pak napiSeme. Sledujte!

Piiklad. Pro a,b,c € RT dokazte
1 1 1
b —4+-+-]>09.
(a+ +c)(a+b+c> >
Postup. (Takhle na to pfijdeme ... ) Levou stranu roznasobime a po odeéteni t¥{ od
obou stran nerovnosti ndm zbyde dokazat
b b ¢

a c a
- +-4+-4+-4+-4+-2>6.
b a ¢ b a c

Nyni si vzpomeneme, Ze plati 7 + g > 2, kdykoliv a,b > 0, a vidime, Ze na levé strané
jsou tfi vyrazy, které muzeme takto odhadnout:

a b b ¢ ¢ a
—+—+-+-+-+-2>6.
b a ¢ b a c
~——
>2 >2 >2

Levéa strana je tedy aspon 6 a jsme hotovi.

Diikaz. ( ... atakhle to zapiSeme.) Cisla a, b, ¢ jsou kladn4, takZe plati nerovnosti %—i—g >
2, g + % >2a g + % > 2. Plati tedy i nerovnost

a b b ¢ ¢ a

-+-4+-4+-4+-4+-2>6,

b a ¢ b a c
11
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kterou ziskdme souctem téchto t¥i. Nyni k obéma strandm nerovnosti pfi¢teme ¢islo 3 a
levou stranu zapiSeme ve tvaru sou¢inu (a + b + ¢) (% + % + %) Ziskame nerovnost

1 1 1
S+ 42) >0
(a+b+c)(a+b+c)_9

OvSem pfesné tuto nerovnost jsme méli dokdzat (to je ale ndhodal), takZze jsme hotovi.

Celé véda je v tom, ze v matematice je slusné vychazet z néceho, co plati, a postupné
z toho néco dalsiho vyvozovat. Prvni feSeni (Postup) se tedy d4 snadno opravit pozndmkou
(bez ni by ale nebylo spravné!), Ze vSechny nase Gpravy byly ekvivalentni, a mizeme tak
cely postup obréatit. Prestoze sami povazujeme druhé feseni (Dtikaz) za p&knéjsi, vétSinou
se v zdjmu Citelnosti a srozumitelnosti uchylime k metodam z feSeni prvniho. Budete-li
pri psani vasich feSeni postupovat také tak, nezapomeiite na zminku o ekvivalenci Gprav!

Zkuste si!

Tak a ted si poprvé v tomto seridlu miZzete zkusit sami néco dokézat. Sméle do toho!

Cvideni. Pro z,y € RT ukaite

r+y > 2/xy.
Cviceni. Ukazte, Ze pro libovolné kladna ¢isla a, b plati

a2+bz>a+b
a+b — 2

Cviceni. Dokazte pro a,b takova, Ze a + b > 0, nerovnost

a+b>1+
b2 a a

(V)
|
S =

Ndvod. Ekvivalentnd upravujte za pouziti vztahu a® + b® = (a + b)(a? — ab + b?).
Cviceni. Pro z,y, z realna &isla dokazte x2 + y2 + 22 > a2y + yz + 2.
Ndvod. Vynasobte dvéma a rozlozte na soucet tii nerovnosti.

Cvicéeni. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ ukazte
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe

a rozhodnéte, zda nerovnost plati i pro realna cisla.

Ndvod. Vynésobte tfi platné nerovnosti.

12
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Symetrické, cyklické a homogenni vyrazy

Dfive, nez se pustime do nerovného boje s opravdovymi nerovnostmi, se potfebujeme
seznamit s nékterymi pojmy, které nas budou provazet po zbytek seridlu.

Aby naSe poviddni bylo nazornéjsi, budeme si vSe ukazovat na pfikladech. Vétsinou
nebudeme potiebovat vice nez tfi proménné, ovSem upozornime i na slozitéjsi ¢i obecné;jsi
pfipady. VSechny vlastnosti popsané v nasledujicich odstavcich fikaji, ze vyrazy, kterymi
se zabyvame, se chovaji néjakym zptisobem pékné.

Definice budeme pro jednoduchost formulovat pro vyrazy V zavisejici jen na tfech pro-
ménnych a, b, c. Poznamenejme, Ze prestoze v definicich mluvime jen o vyrazech, budeme
je pozdéji aplikovat i na funkce ¢i celé nerovnosti. Pustme se do préce.

Definice. (Symetrie) Vyraz V(a,b, ¢) nazveme symetricky, pokud se nezméni libovolnou
zéménou! proménnych.
Pro vice proménnych se symetrie definuje naprosto stejné. Podrobné rozepsano, definice
tika, ze plati
V(a,b,c) =V(a,c,b) =V (b,a,c) =V (b,c,a) =V(c,a,b) = V(c,b,a).
Mizete si rozmyslet, ze k tomu, aby byl vyraz symetricky, staci, kdyz se nezméni pii
zameéné libovolnych dvou proménnych.
Priklad. Naésledujici vyrazy jsou symetrické:
2

abc a n b? n c
(ab + bc + ca)?’ b+c c+a a+b

2
a+b+ec,

Dulezité je pochopit, k ¢emu miize byt symetrie dobra. Diky symetrii mizeme bez Gjmy
na obecnosti? predpokladat, Ze plati a > b > c. Jestlize totiz zrovna plati jiné uspotradani,
napiiklad b > a > ¢, zavedeme nové proménné o’ = b, b’ = a,c =c,a’ > b > ¢ a vidime,
ze plati V(da/,0',¢') = V(b,a,c) = V(a,b,c). Uspofadani je vhodné pfedevsim proto,
ze vyrazné zkracuje diskuzi béhem dikazu. Navic rozpozname-li symetrickou nerovnost,
miiZze nam to napovédét, které techniky na ni budeme chtit pouzit. V neposledni fadé ndm
to poslouzi jako kontrolni mechanismus (ekvivalentnimi pravami symetrické nerovnosti
dostaneme zase jen symetrickou nerovnost).

Prisla ta spravné chvile dokézat si prvni opravdovou nerovnost. Protoze nejsme zadna
orezavatka, ukazeme si hned Schurovu nerovnost.

10dborné fikame, Ze se nezméni pii libovolné permutaci.

2Tohoto tismévného archaismu se piilis nelekejte, pouziva se v matematice zcela bézné, pifi jinych
pfilezitostech jej ale nemizeme doporucit. :) Nékdy se zkracuje na bino. Dokonce i v anglické literature
se pouziva zkratka wlog (without loss of generality).

13
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Tvrzeni. (Schurova nerovnost) Pro vSechna a,b,c > 0 dokazte
ala—"b)(a—c)+bb—a)b—c)+c(c—a)(c—b) > 0.

Vsimneme si, Ze nerovnost je v proménnych a, b, ¢ symetricka. Protoze je to nas prvni

priklad, rozepisme jej ponékud podrobnéji.

V(a,b,¢) =ala—b)(a—c)+bb—a)(b—c)+c(c—a)(c—0D),

V(a,e,b) =ala—c)(a—b)+clc—a)(c—b) +b(b—a)b—rc),
plati tedy V(a, b, c) = V(a, ¢, b) a zcela analogicky plati vSechny ostatni pot¥ebné rovnosti.
Symetrie je dokdzana a muzeme piikrocit k dikazu samotné nerovnosti.
Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze a > b > c. Diky tomu ihned vidime,
7e ¢(c — a)(c — b) > 0. Stacilo by nam tedy dokézat jiz jen

ala—=Db)(a—c)+bb—a)b—c)>0 < ala—b)(a—c)>bla—"0b)(b—oc).

OvSem tato nerovnost plati trividlné, nebot @ > b, a—b=a—b, a —c > b— c a jedna se
vzdy o nezdporné ¢isla. Diikaz je hotov.

Vsimnéte si, Ze u nerovnosti musime dévat pozor na znaménka, protoze naptiklad
z nerovnosti 0 > x > y, u > v > 0 bychom nemohli ucinit zavér uz > vy.

Ve skutecnosti jsme vadm zatajili, Ze Schurova nerovnost se vétsinou pise ve tvaru®

a®(a —b)(a—c) +b*(b—a)(b—c)+c"(c—a)(c—b) >0
pro a,b,c > 0 a libovolné* k > 0. Dokaze se ale plné stejné. Pro rtizna k déva velice
zajimavé nerovnosti.’
Definice. (Cykli¢nost) Vyraz V(a,b,c) nazveme cyklicky, pokud se nezméni pfi prove-
deni libovolné cyklické zamény, tj.

V(a,b,c) =V(b,c,a) =V(c,a,b).

Priklad. Naésledujici vyrazy jsou cyklické, avsak nikoliv symetrické

a b ¢ a? b2 c

b c+g a+b+b+c+c+a'

2

Pro vice proménnych si lze cyklickou zaménu predstavit tak, jako by proménné sedély
u kulatého oto¢ného stolu, ktery pootoc¢ime o nékolik pozic. Cyklickou zaménou poradi
proménnych z1, ..., x, je tedy pofadi x;, ®;41,..., Tn, T1, T2, ..., x;—1 pro libovolné
1e{l,...,n}

3Dokonce existuji dalsi jeji zobecnéni, napiiklad ¢leny a®, b*, c* lze nahradit nahradit cleny f(a),
f(b), f(c), kde f je libovolna nezadporna monoténni funkce.

4Vyraz 00 definujeme jako 1.

5Zkuste napiiklad komukoliv, kdo Schurovu nerovnost nezna, ¥ict, aby dokéazal nerovnost a3 + b3 +
c® + 3abe > a2b+ a?c + b2a + b%c + c2a + ¢2b, coz je jenom roznésobeny tvar Schurovy nerovnosti pro
k = 1. Vsadime boty, Ze se mu to nepodaii.

14
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Je-li vyraz V proménnych a,bd, c jen cyklicky, nemtizeme jiz predpokladat a > b > ¢,
bez ijmy na obecnosti lze vsak pfedpokladat alespon to, ze a je nejvétsi. Kdyby totiz bylo
nejvétsi napiiklad ¢, provedeme cyklickou zdménu @’ = ¢, b’ = a, ¢/ = b, tedy o’ je nyni
nejvétsi a dostavame V(a’,b', ') = V(e,a,b) = V(a,b,c). Diky tomu je mozné diskuzi
béhem dikazu omezit na dva ptipady, a > b > c a a > ¢ > b. Pro vice proménnych ndm
vSak stale zistava mnoho ptipadi, které je nutné jeden po druhém diskutovat.

Nasledujici zprvu nepruhlednd definice popisuje situaci, v niz jsou v daném vyrazu
vSechny ¢leny v jistém smyslu stejného stupné.

Definice. (Homogenita) Vyraz V(a,b,c) nazveme homogenni stupné «, pokud existuje
a € R takové, ze pro kazdé t > 0 plati

V(ta,tb, tc) = t*V(a,b,c).
Pfiklad. Nasledujici vyrazy jsou homogenni (postupné stuptid 1, 0 a —3):

be 12 1
+5 =+

a
2b+3 - —_— - —.
a + 20 + 3¢, + BT e

b a?

Casto nam bude stacit, Ze vyraz je homogenni, a nebude nas pfili§ zajimat, jakého stupné.
Napftiklad uvedena Schurova nerovnost je homogenni (ale pro kazdé k jiného stupné).

Dulezité je pochopit, k ¢emu miize byt homogenita dobra. Pfedpokladejme, ze dokazu-
jeme nerovnost V(a,b,c) > 0 pro vSechna a,b,c > 0 (to bude pozdé&ji nej¢astéjsi piipad),
pficemz vyraz V je homogenni. Vynasobeni kazdé proménné kladnym c¢islem ¢ vyjde na-
stejno jako vynasobeni celé nerovnosti néjakym kladnym cislem ¢, a misto nerovnosti
V(a,b,c) > 0 tak mizeme dokazovat ekvivalentni nerovnost V(ta,tb,tc) = t*V(a,b,c) >
0. Diky tomu lze bez Gjmy na obecnosti piedpokladat naptiklad, ze a + b+ c = 1. Kdyby
totiZz bylo a + b + ¢ = s # 1, presli bychom k novym &islim o’ = %a, b = %b, c = %c,
a' +V + ¢ =1 adokazovali ekvivalentni nerovnost V(a/, ¥, ¢’) > 0. Samoziejmé mizeme
misto podminky a+b+c = 1 zvolit n&jakou jinou, tieba a? +b%+c? = 1, a = 42, piipadné
abc = 1, a mizeme pouzit i mnoho jinych podminek, které by mohly byt v konkrétnim
pfipadé uzitecné.
Poznamka. Predpoklad, Ze ¢isla a, b, ¢ jsou kladn4 je pro pirechod k nerovnosti s pod-
minkou podstatny. Ve chvili, kdy délime ¢islem ¢%, musime mit jistotu, Ze neni tfeba
otacet znaménko nerovnosti.

Cviceni. Rozmyslete si, jak je tfeba postupovat pfi praci s nezapornymi a, b, c.

Piiklad. Pro a,b>0a s> r > 0 dokazte
(@ + )" > (@ +b%)0.

Reseni. Protoze nerovnost je homogenni (stupné 1), miZeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze a” + b" = 1. Pak je jisté 1 > a,b > 0. Pro kazdé 1 > x > 0 ovsem plati
" >t =a" 2%, takze i 1 = a” + 0" > a® + b®, odkud ihned plyne 1 > (a® + bs)l/s,
coz jsme chtéli dokazat. MuzZete si rozmyslet, Ze totéz lze provést pro libovolny pocet
proménnych.

Predesleme, ze homogenni nerovnosti obvykle umime dokazovat s vétsi tispéSnosti, a je
proto nékdy vyhodné umét nehomogenni nerovnost zhomogenizovat. Takového postupu
vyuzivame v ulohach, kde je zadana podminka tvaru a + b+ ¢ =1, abc = 1 apod.

15



ZDOLAVANI NEROVNOSTI
Priklad. Pro a,b,c > 0 spliujici abc = 1 dokazte
(ab+bc+ca)la+b+c)>9.

Reseni. Leva strana je sice homogenni stupné 3, ovSem pravé strana je homogenni stupné
0, takze celd nerovnost homogenni neni (vyraz (ab+ bc+ ca)(a + b+ ¢) — 9 totiz neni ho-
mogenni). Mame ale k dispozici podminku abe = 1, jejiz leva strana je homogenni stupné
3, nabizi se tedy levou stranu piivodni nerovnosti vydélit jednickou, ¢imz dostaneme

1 1 1 1
_— = — — — :>
abc(ab+bc+ca)(a+b+c) <a+b+c)(a+b+c)_9,

coz je homogenni nerovnost (stupné 0), kterou jiz umime dokazat.

ey

napiiklad homogenni vyraz v abc stupné % a podobné.

16
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AG nerovnost®

Jiz ve cviCeni z Gvodni kapitoly jsme se setkali s nerovnosti = + y > 2,/zy platnou pro
ka?dé x,y € RT. Nyni ji zapiSeme ve tvaru

r+vy

5 =2 VY

a budeme se ji a jejimi zobecnénimi zabyvat mnohem podrobnéji. Jisté vas nepiekvapi,
Ze vyraz na levé strané se nazyva aritmeticky primér ¢isel x,y (aritmetickym primérem
n ¢isel rozumime (1 + - - + x,,)/n). Vyraz na pravé strané se bézné nazyva geometricky
primér cisel x,y (geometrickym primérem n ¢isel rozumime {/z;---x,). Vidime, Ze
aritmeticky primér je vétsi nebo roven geometrickému. Nabizi se otazka, zda toto tvrzeni
plati i pro vice proménnych.

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezdporna ¢isla x1, . ..,x,, n € N, plati

$1+.+1’n
n

> /LTy

Diikaz. Diikazii existuje celd fada,” ale bohuzel pro ten nejelegantnéjsi jesté neméme
dostatek znalosti. Nerovnost dokdzeme indukci. Pro n = 1 dostavame trivialné xq > 1.
Pfedpokladejme nyni, Ze pro kazdou n-tici tvrzeni plati a dokaZeme, Ze platii pro (n+1)-

tici. Oznacéme
T1+ -+ Tpt

n+1
Nasim cilem bude pfejit k n-tici, pro kterou mtizeme pouzit indukéni pfedpoklad. Vzhle-
dem k tomu, Ze chceme dostat odhad pro L, je vhodné pozadovat, aby zkonstruovana
n-tice méla aritmeticky priamér L (stejny jako (n + 1)-tice). Na pravé strané se ndm po-
tom objevi vSechna ¢isla zkonstruované n-tice, takze je pfirozené pouzit v n-tici co nejvice
Cisel z ptvodni (n + 1)-tice. Jako n-tici si tedy vezmeme &isla x4, ..., 2,1, kde x/,
zvolime tak, aby

L =

T+t T+,

n

=1L

Odtud upravou ziskdme

B = (@1 1) = (@14 Ba1) = B+ @t - L.

6Nekdy se ji také ¥ikd nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem.
"Mimochodem jeden velmi zajimavy vymyslel Augustin Cauchy. O Cauchym se vice dozvite v nésle-
dujici kapitole.
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Pro tuto n-tici pak z indukéniho pfedpokladu dostavame odhad®
L">x - xp 2, & L""'>z.x, 2L

Nasim p¥éanim by tedy bylo, aby platila nerovnost !, L = (2, + Tp11 — L) - L > zpxpy1,
protoze pak bychom méli vyhrano. Ta je vSak ekvivalentni s nerovnosti (2,41 — L)(L —
Zn) > 0. Nyni si vSimneme, Ze ptivodni dokazovand nerovnost je symetrickd, takze mizeme
bez jmy na obecnosti pfedpokladat, Ze z, 11 je ze vSech Cisel nejvétsi, tj. v,11 > L, a
zéroven i to, Ze x,, je ze vSech nejmensi, tj. z,, < L. Nerovnost (x,+1 — L)(L —x,) > 0 je
pak splnéna.

Podle poznadmky pod ¢arou jesté potfebujeme ovérit, ze jsme do AG nerovnosti nedo-
sadili zadporné ¢islo, ovSem z), = x,, + 11 — L > xp41 — L > 0 a dikaz je u konce.

Podivejme se ale jesté, kdy nastava rovnost. V prubéhu dikazu je vidét, Ze nastane
tehdy a jen tehdy, kdyz je nejmensi nebo nejvétsi ¢islo rovno L, coz muze byt jen v pfipade,
7€ r1 = " =Tp41-

Poznamka. Platnost AG-nerovnosti lze nahlédnout také intuitivné. Stojime-li pied
ukolem najit nezdporna cisla a a b se souc¢tem 100 (tfeba) o nejvét§im mozném sou-
¢inu, snadno si rozmyslime, Ze ,,¢im blize jsou si ¢isla a a b, tim vy$si je jejich soucin®. AG
nerovnost pro n proménnych vlastné neiika nic jiného. Kdyby naptiklad platilo z1 > xa,
mohli bychom k sobé tyto proménné , priblizit“ pfi zachovani souc¢tu, ¢imz bychom zvysili
jejich soucin (ostatni proménné nechavame zafixované). Pravou stranu AG jsme zvétsili
a levou zachovali. Vidime tedy, zZe pfiblizovanim proménnych si nerovnost ,ztézujeme*.
Nejhorsi mozny piipad tedy bude pro rovnost vsech proménnych, tehdy ale v AG nastava
rovnost, takze v ostatnich ,leh¢ich® musi platit ta spravna nerovnost.”

Kdo by mél rad zlomky?

My zlomky neméme vibec radi a tak vétsinou budeme AG nerovnost psat ve tvaru

x1++xn2nm

Nagemu bystrému zraku nem4 sanci uniknout, ze AG nerovnost je homogenni. Pojdme si
ji ale uz kone¢né ukazat na (zatim trividlnim) piikladu.

Piiklad. Pro z,y,z € RT dokazte
2 +y3 + 22 > 3ayz.

Reseni. Stadi uzit AG nerovnost a ihned dostaneme 3 + y3 + 23 > 3¢/23y323 = 3zyz
a rovnost nastava prox =y = z.

Rozepiseme-li pravou stranu jako soudet xyz + xyz + ryz, mizeme se na AG nerov-
nost divat jako na masinku, kterd z homogenni levé strany ,,vyplivne* homogenni pravou

8Vsimnéte si, ze ted pravé délame maly podvod. AG nerovnost mame pravo pouzit jen pro nezdporné
&isla, ale viibec neovéfujeme, jestli je nové ¢&islo z], nezaporné. K tomu se vratime az na konci dikazu.

9 Jist& jste si vSimli, Ze tento postup neni uplné matematicky korektni, nicméné s trochou vysokogkolské
matematiky se da snadno pretvofit v bezchybny dikaz. To ale neni pro nas seridl podstatné.
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stranu, zachova pfitom pocet séitancti a ,namich4 proménné“. Kdybychom si ¢len 2% pied-
stavovali jako 23y°2°, miZeme pozorovat jen to, co se déje s exponenty: trojice (3,0,0),
(0,3,0), (0,0, 3) se po projeti AG maginkou zméni na (1,1,1), (1,1,1), (1,1,1). Diky tomu
budeme dale umét dobte odhadovat, jaké nerovnosti piijdou velmi snadno AG masinkou
dokazat.

Piiklad. Pro z,y € R" dokazte
213 + 9% > 322y,

Reseni. Stac¢i pouzit AG nerovnost, oviem tentokrat nepatrné fikanéji. Kdybychom ji
pouzili pro dvojici 223, y3, dostaneme zcela jiny odhad. OvSem na pravé strané vidime
trojku, chceme proto AG pouzit pro tii ¢isla, konkrétné pro z3, 23, y3. Pak mame 223 +
y3 > 33/x6y3 = 322y. Toto je zcela standardni postup. Stejny vysledek dostaneme, pokud
v predchozim prikladu zvolime z = z.

Radi bychom jesté ukazali jednu zvlastnost AG nerovnosti — obcas umi fesit naprosto
nehomogenni tlohy.
Piiklad. Pro xz € RT dokaite )
2+ >3
x

Reseni. Pouzijeme postup podobny piedchozi tloze, tj. AG nerovnost pro trojici x2,

1/z, 1/x a dostaneme
2 [ 2
22+ >3¢ 2 3.
x T

Jak uz to v zivoté chodi, nic se nelze naucit bez samostatné snahy, zkuste si proto
sami vyresit nasledujici cviceni. Vérime, ze pro vas budou velmi snadné. Snazte se pritom
zaroven sledovat, co se déje s exponenty.

Cviceni. Pro kladné z,y, z dokazte
(i) o3+ 2> 3u,
3
) o ty+z=3a,
(i) $+2%+22>3,
) 2(x +y+2) (@2 +y?+22%) > 23+ 3 + 23 + 15ayz,
)

2’ (z +2y) +y*(y + 22) > 6a?y?.

Séitani AG nerovnosti

Velice uziteéné technika je umét AG nerovnosti séitat. Myslenku si ukédZeme rovnou na
prikladu.

Piiklad. Pro z,y,z € RT dokazte
3 4 y3 + 23> x2y + y2z + 22z,
Reseni. Zkusme nerovnost vynasobit t¥emi:

323 + 3y + 323 > 322y + 3y%2 + 32°%x.
19
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Podle jednoho z piedchozich piikladii plati 223 + 32 > 322y, analogicky 2y% + 23 > 3y%2,
223 4+ 23 > 3222, Setenim ziskdme dokazovanou nerovnost.

Jak ale na FeSeni prijit? Na levé i pravé strané mame t¥i scitance, takze pocet s¢itanci
sedi. Zabyvejme se na chvili jen otazkou, jak ,namichat® asponn né&jaky nasobek x2y,
méame-li k dispozici neomezené mnozstvi vyrazi z3,y3, 2. Odpovéd zndme: 3, 23, 33.
Pouzijeme-li AG masinku, dostavame 3 + 23 + y3 > 322y, z ¢ehoz uz vidime, ze chceme
nerovnost vynasobit tfemi.

AG nam tedy umi z trojice exponenti (3,0, 0), (0,3, 0), (0,0,3) ,,vyplivhout“ exponenty
(2,1,0), (0,2,1), (1,0,2). Co kdyz je ale situace slozit&jsi?

Piiklad. Pro kladné z,y, z dokazte
x3y + y3z + 2 > nyz + y2zm + ZQxy.

Reseni. Zkusime tedy namichat néjaky nasobek x2yz z (neomezeného mnozstvi) vyrazi
23y, 32, 232. Oviem na prvni ani na druhy pohled neni jasné, jak to udélat. Dobr,
vezméme tedy vyraz 23y piesné a-krét, vyraz y32 b-krat a vyraz 23z c-krat (a,b,c € No).
Tim se ndm na pravé strané objevi (a + b + ¢)-t4 odmocnina. Rozmyslete si (divejte se
na exponenty), Ze vlastné potiebujeme vyftesit nasledujici soustavu:!°

3a+0b+1lc=2(a+b+c)
la4+3b+0c=1(a+b+c)
O0a+1b+3c=1(a+b+c).

Prvni rovnici jsme dostali pozorovanim exponenttt proménné x, druhou pozorovanim y a
tieti vznikla pro exponenty z. Resenim soustavy jsou napiiklad!! ¢islaa =4,b=1, c = 2.
Plati tedy 423y + y3z + 2232 > Tz2yz. Pokud piivodni nerovnost vynisobime sedmi a
se¢teme t¥i AG nerovnosti (zbyvajici dvé ziskdme cyklickou zdménou), dostaneme piesné
dokazovanou nerovnost.

Cvicéeni. Pro kladnd z, y, z, resp. kladné a, b, ¢ dokazte
(1) 27 +y7 + 27 > aBy? + 522 + 2522,
) ot +yt + 2t > 2ty e+ 20y,
) x4y + y4z + 2tz > m2y22 + y222x + z2x2y,
iv) (z+y+2)2 > 3(xyz + yvzz + 2/7Y),
) T+ 4+ >atbte,
)

Ndvod. Neméte-li radi odmocniny, zvolte v (iv) substituci x = a2, y = b?, z = 2.

Jak vidime, AG nerovnost je velmi U¢inna zbran na homogenni nerovnosti. Pochopi-
telné lze situaci zacit komplikovat a vymyslet stale slozitéjsi priklady.

10Vsimnéte si, ze soustava je homogenni, takze kdybychom méli radi zlomky, mtzeme klidné predpo-
kladat, ze a + b + ¢ = 1. Pak jiz ale nebudou a, b, ¢ pfirozena.

11Soustava ma sice nekoneéné mnoho feSeni, ktera jsou vSechna nasobky tohoto, ale pro nage tcely
staci nalézt jediné celocCiselné feseni. Muzete si rozmyslet, Ze nezalezi na tom, které vezmeme.
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Piiklad. Pro kladné a,b, ¢ splitujici abc = 1 dokazte

a

b ¢
+-+->atb+ec
b ¢ a

(Celostétni kolo MO 2003)

Reseni. Nerovnost se pokusime zhomogenizovat, protoze homogenni nerovnosti umi dob-
fe FeSit AG masinka. Homogenizace je zde o néco obtiznéjsi, potfebujeme vyraz stupné
—1, pouzijeme proto (abc)~1/3 = 1.

a a b c

b

Lhpes
¢ a (abe)s  (abc)s  (abc)®

Tuto nerovnost se pokusime dokézat pro viechna a,b,c € RT pomoci AG. Nemame radi

odmocniny, a tak radéji provedeme substituci a = u?, b = v3, ¢ = w3, ¢imZ dostaneme

nerovnost

kterd uz je pro vas urcité snadnou koristi.

Vse neni tak snadné

Urcité jste si vSimli, ze v llohéch, kde je potieba fesit soustavu rovnic, neméme zaruceno,
Ze soustava bude mit feSeni. Navic potfebujeme, aby feSenim byla jen kladné ¢isla (do
AG nerovnosti nelze kvtili odmocnindm dosazovat zaporné ¢isla). V takovych piipadech
bohuzel nezbyva nez piiznat, Ze AG nerovnost nelze pfimocaie pouzit.

Mezi dalsi problémové nerovnosti patii napiiklad ta nasledujici.

Cviceni. (Nekone¢éné) Pro kladnd a,b, ¢ zkuste pomoci AG Fesit
a® + b + & + 3abe > a?b + d’c + ba + b2c + Pa + 2.
Problémy déla hlavné ¢len abe. VSimnéme si, ze AG maSinka vzdy exponenty jaksi
ydavala k sob&“, napiiklad z (3,0,0) umi udélat (2,1,0). OvSem tady chceme nékteré

exponenty davat k sobé a jiné naopak davat ,,od sebe“. Nerovnost ale i presto plati, je to
prece (roznasobend) Schurova nerovnost pro k = 1.
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Cauchyho nerovnost!?

Augustin Cauchy (¢teme kosi) (1789-1857) byl francouzsky matematik, ktery znacné
prispél k rozvoji vznikajici discipliny, které dnes fikdme matematickéd analyza. Ve své pu-
blikaci (Buvres'® z roku 1821 se zmifuje o nerovnosti, kterd se pozdéji stane jednim ze
zékladnich pojmt celé vysokoskolské matematiky. Jeji vyuziti vSak neni svazané pouze
s ,vyS$i“ matematikou. Jak uvidite, Cauchyho nerovnost (ob¢as ji budeme zkracené nazy-
vat CS) je jednim ze zdkladnich néastroji pfi préaci s nerovnostmi vitbec a pro ambiciézni
fesitele MO je jeji znalost jiz nutnosti. Muze se zdat na prvni pohled neptehledna, ale
jejl moznosti jsou netusené a stoji za to s ni stravit par minut. Pokud by se vam nedafilo
zapamatovat si, kterd strana CS je vétsi, pak pamatujte, ze ,,dvé zdvorky jsou vic nez
jedna“.

Tvrzeni. (Cauchyho nerovnost) Necht n € N. Déle budte uy, ug, ..., u, € R, vy, va,
..., Up € R. Pak plati

(U +ud 4 Fu2) (W v 02) > (ugvr + ugve 4 upu,)?

Diikaz. Uvazme kvadratickou rovnici s neznamou x:
2 2 2 _
(urz —v1)* + (ugx —v2)* + -+ + (upz — vy)* = 0.

Leva strana rovnice je evidentné nezapornd, a rovnice tak mize mit nanejvys jeden kofen.
Specialné musi mit nekladny diskriminant. Napisme si rovnici ve tvaru Az? + Bx + C a
dopoctéme
2 2 2
A=ul+uy+ - +up,,
B = —2(ujvy + ugve + - -+ 4+ upty),
2.2 2
C=vi+v5+- 40

Nerovnost B? — 4AC < 0 si zapiseme jako AC > (%)2, dosadime a mame

(uf +uj + ) (vf + 03 + o+ 07) 2 (uavn +ugva 4o+ unn)?

coz je presné Cauchyho nerovnost, a jsme hotovi.

12V literatuie se také pouziva nazev Cauchy-Schwarzova, ¢i dokonce Cauchy-Schwarz-Bunakovského.
13V piekladu ,,Umélecka dila“.
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A co rovnost?

Rovnost nastane, pravé kdyz je diskriminant ptivodni rovnice roven 0. Neboli, pravé kdyz
existuje z € R, které vynuluje vsechny zavorky na levé strané. Jinymi slovy, pro takové
z € R musi platit
U] = UL, Vg = XU, ... , Up = TlUy.

Cviéeni. Bud ABC trojihelnik o stranach a, b, c a K LM trojuhelnik o stranach k,1, m.
Ukazte, ze

(a® + b* + A)(K* + 1 + m?) = (ak + bl + cm)?,
préavé kdyz ANABC ~ AKLM.

Jde to i jinak?
Predchozi dikaz Cauchyho nerovnosti byl velmi trikovy a na néco takového je velice tézké
prijit. Nabizime proto jesté jeden, v némz pfimocare vyuzijeme, co jsme se jiz naucili.
Diikaz. Vsimneme si, ze dokazovana nerovnost je v proménnych ui, us, ..., u, homo-
genni. Miizeme tedy bez jmy na obecnosti predpokladat, Ze plati u? +u3 +--- +u2 = 1.
Nerovnost prejde do tvaru

(V03 4+ 02) > (v + ugvy + - -+ unvy):
Ovsem tato nerovnost je stale jesté homogenni, tentokrat v proménnych vy, vo, ..., vUp.
Opét bez Gjmy na obecnosti zvolme v§ + v3 + -+ +v2 = 1. Nyni chceme za u¢inénjch
predpokladti o proménnych w; a v;, i € {1,2,...,n}, dokizat, Ze

(U101 4 ugvg + - - F upvy)? < 1.

O platnosti predchozi nerovnosti se presvédc¢ime, pokud ukidzeme, Ze umociniovany soucet

na levé strané lezi mezi ¢isly —1 a 1.
Zcela ziejmé plati uv; < 2u? + Jv? pro kazdé i € {1,2,...,n}. Pokud viechny tyto

nerovnosti seCteme, ziskdme
1 1
ULVT + UpV2 + -+ Uy Uy, < 5(u%+u§+---+ui)+§(vf+v§+~~~+vi) =1

Jeden z potfebnych odhadi je tedy hotov, druhy dokédZzeme obdobné za vyuziti

1 1
Uv; > — <2uf + 211?) .

Blizsi seznameni

Zkusme si nyni do CS néco dosadit, abychom ziskali predstavu, jaké druhy nerovnosti nam
miZe dat. Zvolme napiiklad n = 3, u; = a,us = b,uz =ca vy = 1/a,ve = 1/b,v3 =1/c.
Dostaneme nerovnost )
1 1
2,12, 2
(a® + 0%+ ¢?) (a2+b2+62> > 9.
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Viimnéte si, Ze bychom nyni mohli substituovat = = a2, y = b2, z = c?, a ziskat tak
nerovnost

1 1 1
($+y+2)<+—|—)29 pr0x7yaz>07
x Yy z

kterou jsme jiz ukazovali. Tuto nerovnost jsme mohli z Cauchyho nerovnosti dostat pfimo
volbou u; = \/a, uy = Vb, us = \/c a vy = 1/\/a, vo = 1/v/b, v3 = 1/4/c. Takovou volbu
Ize samoziejmé udélat jen pro a,b,c > 0. Pro Cauchyho nerovnost je dokonce typické, ze
a¢ plati pro jakakoliv realna cisla, nerovnosti, jez s jeji pomoci odvodime, plati jen pro
¢isla kladna.

Cviceni. Zkuste nyni pomoci vhodné volby proménnych v CS dokazat nasledujici ne-
rovnosti pro kladné éisla a;, b;, i = {1,...,n}.

(i) (a1 taz+-+a) G+ 5+ +5)=>n
b

(i) (arby +agba + -+ anbp) (B + 22 4o 4 20) > (b 4 by + -+ by)?
(iii) n(a? +a3+---+a2) > (a1 +ag + -+ a,)?
Ndvod. V piikladu (iii) si n rozepiste jako soucet jednicek.
Cviéeni. Pomoci CS dokaZte pro pfipustna x,y, 2z € RT nerovnosti
0) oz + o + 7 2 5o
(i) 14(2? +y* +2%) > (z + 2y + 32)?,
(iii) Vo +1++v2x —3+ /50 — 3z < 12.

Ndvod. V piikladu (iii) pouZijte vysledek piikladu (iii) z minulého cvideni.

Pry¢ se zlomky!

Nyni nadesel ¢as, abychom odhalili, v ¢em tkvi sila CS. Z pfedchozich kapitol jiz tusite,
ze tézké jsou vétsinou ty nerovnosti, v nichz se vyskytuji zlomky. No a CS je pro takové
nerovnosti jako stvofena. Nejprve si na prikladu ukazeme, jak to funguje.

Piiklad. Dokazte pro z,y, z € RT nerovnost

2 2 2

x z rT+y+z
+ L4 >ITITe

y+z z+x y+x 2

Reseni. Napiseme si nasledujici CS (ted uz byste méli vidét, jak presné CS pouzivame,
a pokud ne, jesté jednou si projdéte predchozi cviceni)

Y L T Vet @ty) > @ty
z z+x T T z
y+z z4+x y+zx 4 v = Y
a vidime, Ze druhé zavorka na levé strané je rovna 2(x+y+z), tedy mizeme kratit s pravou
stranou. Po vykraceni a vydéleni dvéma dostaneme pfimo dokazovanou nerovnost.
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Tento priklad byl sice Cauchyho nerovnosti usit na miru, nicméné dava tusit, ze CS a
zlomky jdou dobie dohromady.

Jak to presné funguje?
Nez popiseme zakladni princip pouzivani CS, bude uzitecné uvést si jesté jeden jeji tvar.

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N. Déle budte ay, as, ..., a, € R, by, ba, ...,
b, € RT. Pak plati

2
ar  as an (Vai+ vaz + -+ \/an)
—+ =+t — | > .
b by bn, bi+ba+ -+ by
Cviceni. Ovéite, ze predchozi tvrzeni je skutecéné disledkem CS.

Predstavme si, ze dokazujeme nerovnost, jejiz leva strana je ve tvaru souctu tii zlomki:

A Ay A
L=ty 22,38 >p
B, By,  Bs-

Pak podle CS zlomkobijce plati

N (\/AT+\/A7+\/A*3)2.

L
- Bi1 + By + B3

Stacilo by tedy dokazat, Ze onen roztodivny vyraz z predchoziho fadku je vétsi nebo roven
pravé strané dokazované nerovnosti. Zda se, ze jsme si mnoho nepomohli, ale zpravidla
byva takovato nerovnost o poznéni snazsi a jeji vyfesSeni je ¢asto jen procvicenim AG.

Dobra a Spatna zprava

V predchozim odstavci jsme popsali, jak od dokazovani tézké nerovnosti se zlomky mi-
zeme prejit k dokazovani lehké nerovnosti beze zlomkt. Ovsem nez za¢neme tento postup
pouzivat na pfikladech, mame tu jednu dobrou a jednu $patnou zpravu.

Zac¢néme tou Spatnou. Ona leh¢i nerovnost, na niz tu ptivodni prevedeme, nemusi platit.
Nikdo ndm nezarucuje, Ze odhad provedeny pomoci CS zlomkobijce se opravdu vklini mezi
levou a pravou stranu dokazované nerovnosti. Tento jev je bohuzel velmi bézny, proto se
na néj radéji psychicky pripravme.

Mate-1i chut v tuto chvili trhat strdnky tohoto seridlu, zadrzte! Situace neni zdaleka
tak zoufald, jak se zda. Je tu jesté ona dobra zprava, kterou jsme slibili. Ctéte pozorné.
Jak uz vime, CS zlomkobijec vezme nerovnost se zlomky a misto ni nam da nerovnost bez
nich, ktera staci k dikazu té pivodni. My ale mizeme jesté predtim, nez zlomkobijce na
nasi nerovnost vypustime, jeji tvar trochu pozménit. Naptiklad zlomky libovolné rozsitime
(ano, i tak bandlni tprava staci!). No a vtip je v tom, Ze pokazdé, kdyz zlomky na levé
strané upravime, dostaneme od zlomkobijce k dikazu jinou nerovnost. Situace se obraci.
Jesté pred chvili to vypadalo tak, ze dostaneme dokazat nerovnost, ktera jesté k tomu
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nejspis neplati, nyni se ale zda, Ze dostaneme na vybér z bezpoctu nerovnosti, z nichz
nam staci dokazat jedinou! Jak uz to byva, pravda je nékde uprostied. Vétsinou méame na
vybér nékolik nerovnosti (ne véechna rozsifeni jsou ,rozumna“), které mizeme dokazovat,
pfi¢emz tou dobrou zpravou je, Ze zpravidla alespon jedna z nich plati. A byva to ta od

vvvvv

Konecné priklad

Pi#iklad. Dokazte pro a,b,c € RT nerovnost

a b c
+ +
b+c¢c c+a a+bd

3
> —.
-2
Reseni. Zkusme nejprve pouzit CS zlomkobijce tupé na tento tvar. Ziskéme

(Va+ v+ /)
2a+b+c)

L>

Nyni bychom chtéli dokazat, ze

(Va+Vb+ o)
2(a+b+c)

3
> =,
-2

OvsSem po pér Fadcich ekvivalentnich (!) Gprav (zkuste si) pfejde nerovnost do tvaru

Vab+ Vbe+ea > a+b+c

a o této nerovnosti jiz z predchozich kapitol vime, Ze neplati (dokonce plati opaéna nerov-
nost)! Prvni pokus ndm nevysel. Zkusme tedy, nez zlomkobijce opét vypustime, rozsifit
kazdy ze zlomku tak, abychom si v Citatelich vytvofili druhé mocniny:

a? b2 2

ab+ac+bc+ba+ac—|—bc

3
> —.
2
Druhé mocniny v citatelich se ndAm naramné hodi, neb nas to pozdéji zbavi odmocnin,

o nichz kazdy slusny matematik vi, Ze jsou ogklivé. Vypustme zlomkobijce!

(a+b+c)?
~ 2(ab+ be+ ca)

Nerovnost, kterou mame nyni dokazat, se velmi rychle ukaze ekvivalentni nerovnosti
a2+ 0%+ > ab + bec + ca,
o niz vime, ze plati. Dokazali jsme tedy
> (a+b+c)?

~ 2(ab + bc + ca)
26
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NEROVNOSTI, DIL I

a jsme hotovi!

A ted vy!

Konecéné muzeme sezobat plody nasi prace a pomoci CS zlomkobijce snadno dokéazat
nerovnosti, které pro nas byly jesté pfed chvili naprosto nefesitelné. Jak uvidite, jedna se
0 nerovnosti prevzaté z prestiznich matematickych soutézi. Malé pfipomenuti na zaveér:
dobré rozsifeni se pozna tak, ze nevyrobi zadné odmocniny.

Cvi€eni. Budte a,b, ¢, d kladn4 ¢isla splitujici a + b + ¢ + d = 1. Ukazte, Ze plati

a? b2 2 d?

a—|—b+b—|—c+c+d+d—|—a

1
> —.
-2
(Irsko 1999)
Cvicéeni. Pro kladn4 ¢isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

a L b L c -1
b+2c c+2a a+2b 7

(Cesko-slovensko-polské stietnuti 1999)

Cviceni. Necht a,b, ¢ jsou kladné ¢isla a jejich soucin je roven jedné. Dokazte

1 n 1 n 1 S §
ad(b+c) ba+c) Ab+a) 2

(IMO 1995)

Cviceni. Dokazte, ze pro jakékoliv kladna ¢isla a, b, ¢ plati

a® n b3 n c? >a+b+c
a2+ab+02 b 4+bc+c?2 c24cataZ T 3 '

(Turnaj mést 1998)
Ndvod. Zkuste si jen tak pro zabavu roznasobit (a + b+ c)(a? + b + ¢?).
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Ulohy na ptemg3leni

Zdaji-li se vam vSechna cviceni z naseho serialu lehka, pfipravili jsme pro vas par osttejsich
kouskti. K feseni téchto iloh neni potfeba pouzit teorii nad rdmec prvniho dilu seridlu.

Uloha. Pro kladné &sla a, b, ¢ dokaZte nerovnost
(a—=b)*(a+b—c)+(b—c)*)b+c—a)+(c—a)(c+a—b)>0
a vyvodte z ni nerovnost
a* +b* + c* +abe(a + b+ c) > 2(a*b? + b2 + ).

Uloha. Budte a,b,c € RT takova, ze abc = 1. Dokazte

a2+ b2+ a24+0b%2+c2 a2+b2+02<3
a®+b2+c2  a?4+b5+c2 aZ4+b24+5 T

(IMO 2005)
Uloha. Ukaizte, e pro z,y,z > 1 plati

\/ﬂc—1+\/y—1—|—\/z—1§\/a:(yz+1).
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Zadani 1. serialové série

Uloha 1. Budte a, b, ¢ kladna ¢&isla, jejichZ souéin je roven 1. Dokazte nerovnost

a b ¢
a’b+bc+cfa >~ + -+ .
b ¢ a
Urcete vSechny piipady, v nichz nastavéa rovnost.
Uloha 2. Bud n € N a mé&jme kladné é&sla aq,...,an, b1,...,bp acq,...,

nerovnost

(a1biey + agbaca + -+ + apbyey)® <

<@} +ad+ - +ad)BI 05+ + ) +B+ -

a urcete, kdy nastava rovnost.

Uloha 3. Ukazte, Ze pro kladna ¢&isla a, b, ¢ splitujici a + b + ¢ = 1 plati

a b c

9
> 2
1+bc+1+ca+1—|—ab_ 10’

a urcete, kdy nastava rovnost.
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ResSent 1. serialové série

Kazdé feseni je doplnéno o poznamku obsahujici drobna dovysvétleni, upozornujici na
kroky, které ¢inily problémy, apod. Poznamky vznikly na zakladé feseni zaslanych Tesiteli
MKS.

Uloha 1. Podle AG nerovnosti plati
11a%b + 26°c + 8c®a > 21 Vab - p2L - 42 = 21a%bc?
a sectenim dalsich dvou cyklicky ziskanych nerovnosti dostaneme
21(a®b + b°c + cPa) > 21(a®bc® 4 bPca® + Bab?).

Protoze vsak podle zadani abc = 1, mizeme vSechny ¢leny na pravé strané vydélit vyrazem
(abc)? = 1 a dostaneme
5 5 5 a b ¢
a’b+b’c+c’a> -+ -+ —.
b ¢ a

Rovnost nastava v pfipadé, ze jsme do AG masinky vlozili stejnd &isla, tj. a®b = b°c = c’a.
Vzhledem k cykli¢nosti téchto rovnic mtzeme pfedpokladat, ze a je nejvétsi. Je-li vsak
ostfe vétsi nez jedno ze zb§vajicich &isel, je a®b > b%¢c, a tudiz nutné a = b = ¢, coz
vzhledem k podmince abc = 1 znamena, ze a = b= c = 1.

Predvedené feseni je kompletni a zapsané ve sméru, co z ¢eho vyplyva. Samoziejmeé, ze
kdyz jsme na néj chtéli pfijit, postupovali jsme opac¢né. Nejdiive jsme zadanou nerovnost
zhomogenizovali vynasobenim pravé strany vyrazem (abc)?, ¢imz jsme ji piichystali pro
AG masinku. K nalezeni koeficienti 11,2, 8 jsme si napsali nerovnost

za®b + ybPc+ zcPa > TR/ aPrtOytiz L platby+0z L Drtly+5z — ¢3pc?

a porovnanim exponenti jsme dostali soustavu tii rovnic o tfech neznamych, jejimz fese-
nim jsou tfeba pravé ¢isla 11,2, 8.

Poznamka. Mnoho FeSiteli zapomnélo, Ze jsme se ptali i na vSechny p¥ipady, v nichz

nastane rovnost. A pozor! Nelze obecné tvrdit, Ze kvili pouziti AG nastane rovnost jen

pro a = b = c¢. Napfiklad i Cauchyho nerovnost lze dokazat pomoci AG, a jak vime,
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rovnost v Cauchyho nerovnosti nastava i jindy, nez kdyz se vSechny proménné rovnaji.
Je proto potteba z rovnosti a®b = b’c = c®a néjak (tfeba opét Fesenim soustavy nebo
postupem ze vzorového feseni) dojit k podmince a =b=c=1.

Uloha 2. Vsimneme si, Ze nerovnost je homogenni jak v proménnych ay, as, ..., a,, tak
v proménnych by, ..., b,, a dokonce i v proménnych ¢y, ..., ¢, (ve v8ech tfech pFipadech
se jednd o homogenitu stupné 3). Lze proto pfejit k proménnym dy, ..., d,, €1, ..., e,
fi, ooy fotakovym, ze ds +---+d> =1, e} +---+e3 =1, ff+---+ f2 =1, a dokazovat
nerovnost jen pro né. Tim nam zbyde dokazat ekvivalentni nerovnost

(dlelfl +-- dnenfn)?) <1,

v niz je vynechani tfeti mocniny ekvivalentni Gpravou. Z AG nerovnosti ovsem pro kazdé
1€{1,...,n} plyne

A3 4e3+ f3

P LY

a seCtenim vSech téchto nerovnosti dostaneme

> dieifi < % <Zd§ +Z€?+Zfi3> = %(1"' 1+ =1
i=1 i=1 i=1 i=1

Rovnost nastane, pravé kdyz pro kazdé i € {1,...,n} plati d; = e; = f;, coz v Fedi
puvodnich proménnych znamena, ze existuji kladné konstanty A, p takové, ze a; = \b; =
ue; pro kazdé i € {1,...,n}.

Poznamka. Resitelé ¢asto pii vySetfovani rovnosti napsali, Zze nastava jen v piipadé
a; = b; = ¢;. Je dulezité si uvédomit, ze v AG nerovnosti uz nepouzivame puvodni
proménné, ale nové proménné, které jsou jejich nasobky.

Dale se nékteri domnivali, Ze je potfeba dokazovat dvé nerovnosti

d+ed+ f?

B e+ f}
3 3 ’

<dieifi <

protoze néco podobného se objevilo v dikazu Cauchyho nerovnosti. To neni pravda hned
z nékolika dtivodd. Pfedné chceme nerovnost dokézat jen pro kladné d¢isla, protoze pro
zdpornd ani neplati (dosadte a3 = 1, as = —1,b; = 1, b2 =1 ¢ = 10, co = 1).
Dalsi davod je ten, Ze v dikazu Cauchyho nerovnosti jsme v jednom kroku potfebovali
odstranit druhou mocninu, zatimco v této tloze se chceme zbavit tfeti mocniny, a plati
22 < 1% |z| <1, zatimco 2® <1 &z < 1.

Uloha 3. Uloha nabada k pouziti CS zlomkobijce. Rozsiime tedy zlomky tak, abychom
v Citatelich vytvorili druhé mocniny, a odhadnéme levou stranu
a? N b? N c? - (a+b+c¢)? 1
a+abc b4+abc cH+abc T a+b+c+3abc 1+ 3abc’

V posledni rovnosti jsme vyuzili podminku a + b + ¢ = 1. Zbyva ovérit, zda plati

1 9
- > =
1+ 3abec — 10
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Tato nerovnost je ekvivalentni (po kratké upravé) nerovnosti 1 > 27abe. Tu zpétné ho-
mogenizujeme dosazenim 1 = (a + b+ ¢)* a bryskné upravime do ekvivalentni podoby

b
% > v/ abe,

ktera je ovSsem pouhou AG nerovnosti pro tii prvky. Nerovnost tedy plati.

Pokud pro néjakou trojici ¢isel plati v ptivodni nerovnosti rovnost, musi pro ni rovnost
platit v kazdém z dil¢ich odhada. Specidlné pii pouziti AG nerovnosti pro ¢isla a, b, ¢,
v niz rovnost nastava pouze pro a = b = c. Jedinym kandidatem na rovnost je tedy trojice
a=b=c= %, pro niz snadno ovéiime, Ze rovnost skutec¢né nastane.

Poznamka. Obcasné nedokonalosti se tykaly vySetfovani rovnosti, protoze bylo potifeba

ovéfit, Ze pro a = b = ¢ = § rovnost skutecné nastane (rozmyslete si).
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Nerovnosti, dil 1l

V tomto dilu si vybudujeme rozséhly arzendl diikazovych metod na praci s nerovnostmi
vSeho druhu. Kromé toho se nauc¢ime dvé nové znamé nerovnosti, které nam poskytnou
do svéta nerovnosti ten spravny vhled. Prestoze je studijni text vcelku dlouhy, véfime,
ze ho zhltnete téméf jednim dechem, nebot myslenkové tGivahy jsou zde zcela prostinké
a dozajista si je osvojite hned po prvnim pfecteni. Tak tedy dost povidani, dejme se do
prace!

Ztratové a bezztratové metody

My

Nyni, kdyz se chystame dokazovat t€zsi nerovnosti, je dobré si jednu véc poradné roz-
myslet. Nas postup bude obecné vypadat tak, ze dokazovanou nerovnost budeme pomoci
ruznych metod prevadét na nerovnosti jednodussi, az se objevi néjaka, ktera pijde snadno
dokézat. Metody, které k tomu budeme pouzivat, se déli do dvou skupin. V prvni skupiné
jsou tzv. bezztratové metody. Ty dokazovanou nerovnost pfevedou na jinou nerovnost,
ktera je ekvivalentni té ptvodni. Sem pat¥i naptiklad rtizné substituce ¢i tieba ekviva-
lentni tpravy. Metodami z druhé skupiny, fikejme jim ztrdtové, dokazovanou nerovnost
rovnéz prevedeme na jinou nerovnost, ale jiz ne ekvivalentné. To znamené, ze o této
nové nerovnosti s jistotou nevime, zda plati. S timto jsme se jiz setkali pfi pouzivani CS
zlomkobijce.

Idealni by bylo, kdybychom uméli kazdou nerovnost fesit jen postupnym pouzivanim
bezztratovych metod. Prosté bychom ekvivalentné prevedli nerovnost tézkou na nerovnost
jednoduchou. Takhle nudny ovSem svét nerovnosti neni! Vétsinou totiz plati, ze ztratové
metody, kterych je vétsina (jsou to vlastné vSechny odhady, které ucinime), zjednodu-
Suji nerovnost o dost vice nez metody bezztratové. Obé metody je tedy tieba vhodné
kombinovat.

Cviceni. (Dutlezité!) Rozmyslete si, Ze pro kladna ¢isla a, b, ¢ je pfechod od homogenni
nerovnosti k nerovnosti s podminkou (nap¥. a + b+ ¢ = 1) bezztratovy. Opacny pfechod
od nerovnosti s podminkou k homogenni nerovnosti bez podminky je rovnéz bezztratovy!

Ndvod. Ukazte, ze pokud existuje trojice, pro niz neplati jedna z nerovnosti, pak lze
najit i trojici, pro niz neplati druhé.
35



ZDOLAVANI NEROVNOSTI

Cyklicky zapis vyrazi

Protoze nerovnosti jsou n€kdy naro¢né nejen na kombinaci pouzivanych metod, ale i
na algebraické tpravy, mohlo by se pomérné snadno stat, ze bychom se pfi upravach
zblaznili. Zkusili jste nékdy roznasobit nerovnost obsahujici zlomky, nebo roznasobit dvé
zévorky, z nichZ kazda mé devét ¢leni? Aby ndm k takovym Silenostem nechybéla odvaha,
zavedeme si zkraceny zapis, tzv. cyklickou sumu chc. Jelikoz vétsina vyrazi, se kterymi
pracujeme, mé (alespoii) cyklicky charakter, sta¢i misto velkého mnozstvi ¢lenil zapsat jen
vybrané, a pokud lze vSechny ostatni z vybranych ziskat cyklickou zaménou proménnych,
je snadné si domyslet cely vyraz.

V nasledujicich ptrikladech uvazujme vyrazy ve tfech proménnych a, b, c.

Priklad. Ukézeme nékolik zépisi pomoci cyklické sumy.
(1> chca = a+b+c7

(i) > eye a’b = a®b + b%c + c2a,

(ili) 93", ava+be = 9(ava+be+bVb+ ca+ cv/e + ab).

Zapis pomoci cyklické sumy tedy funguje tak, Ze piestoZe zapiSeme jen jeden vyraz,
mame na mysli soucet vSech vyrazi, které vzniknou cyklickou zdménou proménnych
(séitanci je tolik, kolik je proménngch). Doporucujeme si cyklicky zapis velmi dobfe
osvojit a naucdit se s nim pocitat.

36



NEROVNOSTI, DIL II

Tézké zbrané na lehké nerovnosti

V této kapitole si na piikladech ukédzeme nékolik novych postupt (pfevazné bezztréato-
vych), jejichz znalost ndm spolehlivé umozni fesit jednoduché nerovnosti, naptiklad ne-
rovnosti dvou proménnych ¢i nerovnosti nizkych stupnt. Prestoze ¢asto piijde o postupy,
pri nichz je potfeba i trochu pocitat, je opravdu nutné, abyste si tyto techniky osvojili a
nabyli dojmu, Z%e nékteré nerovnosti jsou jiz z principu snadno Fesitelné. AZ budeme fesit
néjakou opravdu tézkou nerovnost a po tuhém boji se nam ji podafi prevést napiiklad na
symetrickou nerovnost dvou proménnych nizkého stupné, je nutné umeét praci dokoncit.

Linedrni nerovnosti
Piiklad. Jsou déna €isla a,b, ¢ z intervalu (0, 1). Ukazte nerovnosti
6 >3abc+4(1—a)1-0)(1—¢c)+a+b+c>1.

(PraSe, 28-7-6)

Reseni. Tuto nerovnost lze zcela jisté dokdzat mnoha rfiznymi zptisoby. Jeden mezi nimi
ovSem vyniké jako zdaleka nejjednodussi a na rozdil od ostatnich postupt pouzitelny i
v pfipadé riznych obmén (napf. zmény konstant) této tlohy.

Budeme se snazit ukézat, Ze zadany vyraz (oznac¢me si ho V(a,b,c)) nabyva svych
extrémii pro krajni volby proménnych a,b,c, tj. pro a,b,c € {0,1}. Zvolme si tedy b,c
pevné a hledejme, pro jakou hodnotu proménné a muize vyraz nabyt svého minima ¢i
maxima.

Kli¢ové pozorovani je, Ze zadany vyraz je v proménné a linedrni! Skutecné, nebot kdyz
ho roznasobime, pak zcela jisté pijde zapsat ve tvaru

V(a,b,c) =T(b,c)-a+U(b,c),

kde T a U jsou néjaké vyrazy slozené z b, ¢, jejichz pfesnd podoba nas ani moc nezajima.
Divame-li se ale na vyraz V(a, b, ¢) pro pevna b, ¢, je V(a) = T-a+ U pfesné tvar linedrni
funkce! No a o linearni funkci vime, Ze na uzavieném intervalu nabyvé svych extrému
v krajnich bodech'* (grafem je tisecka). Pro pevna b a ¢ bude tedy vyraz nabyvat extrémi
pfi volbach a = 0 nebo a = 1.

14Mozna jste vypozorovali, ze kli¢ovou vlastnosti linearnich funkci je v tomto piipadé jejich monotonie,
a metodu lze tak v tomto sméru zobecnit.
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Co jsme tedy vlastné ukazali? No co kdyby aspoi jedna z neznamych, feknéme b, byla
rizna od 0 a 1?7 Bylo by pak mozné, aby vyraz nabyval extrému pro takovou trojici? Ne-
bylo, nebot bychom mohli zbylé dvé proménné zafixovat a podle pfedchozi iivahy bychom
védéli, ze jediné volbou b = 0 ¢i b = 1 dosdhneme pfi danych hodnotach a,c extrému
(nebo méme vodorovnou tsecku, ale pak téz staci ovéfit hodnoty v krajnich bodech). Pro
trojici, kterd nabyvéa extremdlnich hodnot tedy opravdu musi platit a, b, c € {0,1}! Zbyva
téchto osm trojic dosadit a pohodlné uréit, ze minimum je skuteéné 1 a maximum 6.

Celé predchozi Teseni se da vlastné zkratit do jedné véty: JelikoZ je vyraz v kazdé
proménné linedrni, muze nabyvat extrému pouze v pripadé krajnich voleb vsech tri pro-
ménnych. Pokud jste pfedchozi iivaze dobfe porozuméli, musite uznat, ze tiloha je uz od
pohledu nezajimavéa, nebot se jedna jen o urcovani extrému linedrni funkce.

Cvicéeni. Naleznéte minimum a maximum vyrazu
a(l=5)+b(1—c)+c(1—a),

v némz a, b, ¢ jsou z intervalu (0, 1).

Cviceni. Pro z,y € R a z € (—2,2) ukaZte nerovnost
2? +y* > ayz.

Ndvod. Diky linearité v proménné z staci rozebrat pfipady z = £2.

Kvadratické nerovnosti
Priklad. Dokazte pro z,y € R
2+ +1>ay+z+y.
Reseni. (Trikové a pékné) Nerovnost vynasobime dvéma a upravime na soucet ¢tverct
(2 )2+ (@ —1)2+ (y— 1) > 0.

Hotovo.

Jak ale na néco takového prijit? A viubec odkud se vzal ten trik s ndsobenim dvéma?
Ano, rozkladani na soucet ¢tvercu je velmi pékna metoda dokazovani nerovnosti, ale ¢asto
neni vibec jasné, jak v tpravach postupovat. Vézte, ze nasobeni dvéma pouzivame jen
k tomu, aby byl rozklad lépe vidét (napiiklad élen 2zy jisté popoZene nasi intuici vice
nez ¢len zy). To, jak poté dokonéit rozklad, ndm napovidaji éleny 2zy, 2z, 2y na pravé
strané.

Pokud si na rozkladani stdle nevéfite, potési vas, ze existuje i jind metoda.

Reseni. (Pi{mocaré, méné pékné) Na nerovnost se na chvili podivame jako na nerovnici

s neznamou z s parametrem y. Kdybychom tedy tuto nerovnici fesili, mélo by nam vyjit,

ze plati pro kazdé = bez ohledu na hodnotu parametru y. To ale jinymi slovy fika, Ze pro
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kazdé y ma diskriminant onoho kvadratického vyrazu byt nekladny (parabola je celd nad
osou). To miZeme snadno ovéfit:

2 —zy+ 1)+ —y+1>0

)

D=(y+1)2 =4y —y+1)<0.

Posledn{ nerovnost je jiz ekvivalentni —3(y — 1)? < 0, takZe diskriminant je opravdu
pro kazdou hodnotu y nekladny a vidime, ze dokazovana nerovnost plati.

Navic jsme zjistili, ze y = 1 je pro danou nerovnost jedina kritickd hodnota. Je tedy
rozumné ocekavat, ze v rozkladu na soucet ¢tvercii se vyskytne ¢len (y — 1)2. P¥ipadi,
v nichz vypocet diskriminantu napovi, jak sestavit rozklad na soucet ¢tverct, je bezpocet.

Povézme si néco vice o tom, jak tato metoda funguje. V piedchozim odstavci jsme
zjistili, Ze je-li nerovnost v néjaké proménné linearni, sta¢i ndm zkoumat pouze jeji krajni
hodnoty. Tedy vlastné pfejit (bezztratové!) ke dvéma nerovnostem o méné proménnych.
Néco podobného se déje i tu. Jen bychom si méli rozmyslet, zda je tento postup téz
bezztratovy. Je tomu tak, pokud dokazovanad nerovnost ma platit pro vSechna realna
¢isla. Pak totiz opravdu pozadujeme, aby bez ohledu na hodnotu parametrt byla pfislusna
parabola celd nad osou. Problém muze nastat, jestlize mame nerovnost ukazat napiiklad
pouze pro kladna a, b, c. Mohlo by se totiz stat, ze tfeba pro a = b =1 ac¢ = —1
nerovnost neplati. Pokud bychom tedy zrovna pocitali diskriminant vzhledem k ¢, mohl
by ndm vyjit kladny a pofad by to neznamenalo, ze ptivodni nerovnost neplati. Nicméné
i v téchto pripadech je pfechod k diskriminantu metoda nadéjné a ¢asto se stava, ze byt
mame za kol dokazovat nerovnost pouze pro kladné ¢isla, plati ve skutecnosti i pro ¢isla
Zaporna.

Cviceni. Nasledujici nerovnosti si zkuste dokdzat obéma metodami (vypoctem diskri-
minantu, rozkladem na soudet ¢tverctt). Pro z,y € R ukazte
(1) 2249?42y + 4 > zy + 2,
(i) 222 + 292 + 1> 2 +y + 2wy,
(iii) (z+y)?+1>2(z+y).

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pokud dokazujeme nerovnost

x? + Ay, 2)x + B(y,2) > 0 pro z € R,
v niz Ay, z) a B(y, z) jsou n&jaké vyrazy v proménnych y, z, vypoétem diskriminantu a
zaroveni vime, Ze vyraz A(y, z) nabyva pouze zapornych hodnot, je nas postup bezztratovy.

Navod. Ukazte, ze pro dana y, z ma kvadraticky trojclen vzdy minimum pro kladné x.

Cviceni. (Vydatné) Pro kladni ¢isla a, b, ¢ dokazte
a?b?c? + a?b? + a?c + b2 + a® + 2 > 2ab + 2be + 2ca.

Ndvod. Zkuste si rozmyslet, ze pokud nerovnost plati pro vSechna kladné ¢isla, pak uz
nutné plati pro uplné vsechna ¢isla. Pri sestavovani diskriminantu hledejte rozklady na
soucin. Az tlohu takto vyfesite, zkuste ji vyfesit i rozkladem na soucet Gtvercu.
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Poznamka. Predchozi cviceni zaroven fesi tfeti ulohu na premysleni z minulého dilu.
Jeji tvar ziskdte po substitucia =+vr —1,b=+y—1,c=+v2— 1.

Nerovnosti jedné proménné

Velmi ¢asto se nam bude pfi feseni stavat, ze posledni krok v nasem postupu bude dikaz
nerovnosti jedné proménné. Pojdme si tedy o takovych nerovnostech néco fici. Mame na
né dvé zakladni zbrané: AG nerovnost a rozklad na soucin.

Piiklad. Pro x € RT ukazte
82° +2° —8z+3 > 0.
Reseni. Nerovnost ziskdme seétenim AG nerovnosti
22 +1> 2z, 8% +1+1>3-2z.

Toto feseni sice nevypada moc pFirozené, ale jeho jedinou myslenkou je pomoci ¢leni
s kladnym koeficientem odhadnout ¢leny se zapornym koeficientem. Pfi pouziti AG ne-
rovnosti pro tfi prvky je podstatné, ze z je kladné ¢islo. Pokud by x bylo pouze realné,
druhy odhad bychom pouzit nemohli (pozor na to!) a nerovnost by dokonce neplatila,
zkuste si schvalné dosadit z = —10.

Priklad. Pro z € R ukazte
m4—12—2m+220.

Reseni. Polynom rozlozime na souéin
et —a?—2042=(z -1 - (2" +20+2)= (-1 ((x+1)>+1) >0.

A dikaz je hotov.

I toto TeSeni jisté vyzaduje komentai. Ve skutecnosti jsme postupovali nasledovné.
Vsimli jsme si, ze pro x = 1 nastava rovnost. To bude mimochodem velmi typicky ptripad.
Jednic¢ka je tedy kofenem polynomu a ¢len (z — 1) z n&j musi jit vytknout.!® Pii vytykani
je nasi jedinou strategii rozdélit vyraz na mensi skupinky tak, abychom ¢len (z — 1) uméli
vytknout z kazdé z nich. PiSme tedy

ot —a? —2r+2=(2" -2 - 2x-2)=(xz—1)- (3 +2?) -2z 1) =
=(z—1) (a®+2%-2).

Nyni vidime, Ze pro = 1 je i posledni zavorka nulova. Vytykejme!¢ (z — 1) znovu
(z—-1)-(@*+2°-2)=(z—1)- ((* - 1)+ (2* - 1)) = (z — 1)* - (2® + 2z + 2).

15pPokud se v polynomech viibec neorientujete, mizete si precist kratky studijni text na http://
mbks.mff.cuni.cz/archive/28/3.pdf.
16pPokud nemate radi vytykani, mizete pouzit i déleni polynomu polynomem. Budeme ovem radsi,
kdyz se vdm podafi odpozorovat, jak se vytyka, neni to nic tézkého.
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Nyni zbyva ukazat, ze 2 + 22 + 2 > 0 pro kazdé = € R, coz neéini zadnj problém.

Poznamka. (O dvojném kofenu — dilezita!) Na tento vysledek se budeme ¢asto odvo-
lavat, a tak doporucujeme jej ditkladné vst¥ebat. Pfedstavme si, ze dokazujeme P(x) > 0
pro vSechna z € R a néjaky polynom P(x). Odhalime, Ze lze vytknout tieba (x — 5), a
piseme P(z) = (r—5)Q(z), kde Q(x) je opét n&jaky polynom. Viimneme si, ze ¢len (x—5)
meéni v bodé 5 své znaménko. Znaménko celého sou¢inu ma byt ale stale kladné, proto i
polynom Q(z) musi v bodé 5 ménit znaménko. To ale neznamen4 nic jiného, nez ze ¢islo
5 je kofenem polynomu Q(z) a Ze i z néj lze vytknout (z —5). Touto jednoduchou tivahou
jsme odvodili, ze pokud v néjakém bodé plati rovnost, chceme pfislusny kofenovy Cinitel
vytknout hned ve druhé mocniné! Pokud by to neslo, nemohla by dokazovana nerovnost
platit. Samoziejmé dokazujeme-li onu nerovnost jen pro z € R*, pak nas zajimaji pouze
ty pripady rovnosti, v nichz je x kladné.

Cviéeni. Pro z € Rt dokazte
() o*+ 2% -2 +2+1>0,
(i) 25 —22* + 23 + 22 —22+1 >0,
(iii) 2° —22* 4+ 22% — 22 —2z +1>0.
Cviéeni. Pro z € R dokazte

(i) o* — 223 4+222 — 22 +1 >0,
(i) % — 323 + 422 — 32+ 1 >0,
(iii) 2% — 425 + 82* — 1023 + 822 — 4z +1 > 0.

Nerovnosti dvou proménnych

Pro nerovnosti dvou proménnych mtzeme kromé obvyklych postupt pouzit i dvé nové
techniky. Jedna z nich se hodi pro nerovnosti homogenni a druha pro symetrické.

Priklad. Pro a,b > 0 ukazte
a* + 2b* > a?b? + 2ab>.

Reseni. Nerovnost je homogenni, zvolme tedy b = 1. Podle piikladu z piedchoziho od-
stavce vime, ze

a'—a*—2a+2=(a—1)* ((a+1)*+1) >0.
A nerovnost je dokazana.

Vidime tedy, Ze homogenn{ nerovnosti dvou proménnych lze (bezztratové) prevadét na

~ oM v

nerovnosti jedné proménné, které jiz umime pohodlné fesit.

Cviceni. Ukaite, ze z kazdé platné homogenni nerovnosti v proménnych a,b, v niz
rovnost nastava pro a = b, lze vytknout ¢len (a — b)2.

Piiklad. Pro kladné éisla a, b ukaZzte nerovnost

a*(a+1)+b*(b+1) +1 > 5ab.
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Reseni. Vsimneme si, Ze nerovnost je symetrickd. Zvolime substituci s = a + b, p = ab
a dokazovanou nerovnost prepiseme do novych proménnych s a p:

(a® +b%) + (a®> +b*) +1 > 5ab

)

s(s* — 3p) + (s — 2p) +1 > 5p.

Vsimneme si, Ze nerovnost je v proménné p linedrni, staci ji tedy ovéfit pro krajni
hodnoty p. Pro pevnou hodnotu s se p pohybuje v intervalu (0, s? /4). Kromé nezépornosti
¢isel a, b jsme vyuzili odhad (a+b)% > 4ab. V piipadé p = 0 je jedno z &isel a, b nulové, coz
ze zadani nelze (ale mimochodem nerovnost rovnéz trivialng plati). V piipadé 4p = s? je
nerovnost (jedné proménné) ekvivalentni nerovnosti (s + 1)(s — 2)? > 0. Diikaz je hotov.

Ano, tusite spravné, ze predstavovanou metodou je symetrickd substituce, tedy substi-
tuce s = z + y (s z anglického sum), p = xy (p z anglického product). Po pfevedeni do
proménnych p a s jsme vyuzili toho, Ze nerovnost byla v proménné p linearni, coz se ovsem
nemusi stat vzdy. Postup je schtidny i v piipadé, Ze nerovnost je v p kvadratickd. V tom
pripadé mtZzeme bud sdhnout po vypoctu diskriminantu, nebo tieba zkusit ukazat, ze ona
kvadraticka funkce je v intervalu vymezeném pro p rostouci. Pak by opét bylo jasné, kde
nabyva extrému. Jestlize je nerovnost v p jesté vyssiho stupné, pak nasi jedinou nadéji je
vytykani. Pokud naptiklad rovnost nastava kdykoliv x = y, pak po symetrické substituci
musi jit vytknout ¢len s? — 4p = (z — y)2.

Cviceni. Ukazte, Ze pro kazdé n lze vyraz x™ + y™ zapsat pomoci s a p.

Ndvod. Uvazte nejmensi n, pro néz vyraz pomoci s a p zapsat nelze, a spor hledejte ve
vyrazu z" + y" — (z + y)™.

Cvigeni. Pro z,y € R ukazte 2* — 223y + 222y? — 22y + y* > 0.
Cviéeni. Pro z,y € RT ukazte

LR SRR
(142 (14y)? "~ 14azy

Cviceni. Pro kladni éisla a, b, ¢, d plati abed = 1. UkaZte nerovnost

1 1 1 1
> 1.
(Tta? (1402 (1402 (A+ad? -

(Cina 2004)
Ndavod. Dvakrat pouzijte vysledek predchoziho cviceni.

Cviceni. (Hodné poditaci) Pro z,y,z € R, z,y,z # 1, jejichZ soudin je roven 1 ukaZte

nerovnost

.’1,‘2 y2 2,2

> 1
@-12 "

w12 G-12- "

(IMO 2008)

Ndvod. Dosadte z = %, pouzijte symetrickou substituci, zatnéte zuby a pocitejte. Dis-

kriminant vysledné kvadratické rovnice by mél vyjit 0.
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Symetrické homogenni nerovnosti tfi proménnych

Na tuto tfidu nerovnosti mame téZz jednu bezztratovou metodu, kterd je ovSem, jak za
okamzik uvidite, vypocetné inosna jen pro nerovnosti nizkych stupnu.

Piiklad. (1. dloha na pfemysleni z minulého dilu) Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte ne-
rovnost

(a=b*a+b—c)+(b—c)?b+c—a)+(c—a)’(c+a—b)>0.

Reseni. Nerovnost je symetrickd, bez Gjmy na obecnosti tedy zvolme a > b > c. Déle
vidime, Ze nerovnost je homogenni, proto mizeme polozit ¢ = 1 a psat b = 1 + x, kde
z > 0,aa =14x+y, kde y > 0. Tim bezztratové prejdeme k nerovnosti dvou proménnych

(1 +20+y) +2°(1-y)+ (@ +9)°(1+y) >0,
z jejiz levé strany po Upravé jisté ,zmizi“ jediny zéporny é&len x2y, takze ji mfizeme
prohlasit za platnou.

Poznamka. Obcas se pouzivé i substituce c=1,b =1+ 2z, a =1+ y, kde z,y > 0.
Jeji vyhodou je, Ze vznikla nerovnost dvou proménnych je symetrickd, nevyhodou naopak
to, Ze je Casto pracné&jsi. Napriklad u cyklickych nerovnosti ani na vybér neméme, nebot
btno!” mtizeme prohlasit pouze ¢ > ¢, b > c.

Cviceni. Dokazte timto zpiisobem Schurovu nerovnost pro k = 2
a*(a—b)(a—c) +b*(b—c)(b—a)+c(c—a)(c—b) >0

platnou pro a,b,c > 0.

Ndvod. Nezapomerite zv1ast vySetfit pfipad ¢ = 0 (je to totiz jeden z pfipadd rovnosti)
a rozmyslete si, ze pouze pro a, b, c > 0 lze btno volit ¢ = 1.

Cviceni. (Na algebraickou predstavivost) Zkuste stejnym zptisobem dokdzat Schurovu
nerovnost pro obecné k € N.

Cviéeni. (Mildorfova nerovnost) Necht a,b,c jsou redlna ¢isla splitujici @ > b > ¢ a
x,y, z nezaporna Cisla, pro néz plati x + z > y. Ukazte, zZe plati

2%(a —b)(a —c) +y*(b—c)(b—a) + 2%(c — a)(c — b) > 0,

a urcete, kdy nastava rovnost.
Ndvod. Zaporné Cleny tentokrat odstrante pomoci AG nerovnosti s vyuzitim druhé moc-

niny vztahu z 4+ z > y.

17Bez tjmy na obecnosti.
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Rozdél a panuj

Casto je mozné dokazovanou nerovnost rozdélit na soudet nékolika jednodussich nerov-
nosti (vzpomeiite na AG masinku). T¥eba v néasledujicim pfikladu:

Priklad. Pro kladnéa éisla a, b, ¢ dokaZte nerovnost
a4+ +c+6>3a+b+e).
Reseni. Nerovnost ziskdme se¢tenim tif analogickych AG nerovnosti
ad+1+1>3a, B>+1+1>3b, S +14+1>3c

Uloha je vyfeSena.

Vyhodou této techniky je, ze ony dil¢i nerovnosti, z nichz tu dokazovanou skladame,
maji zpravidla méné proménnych a vSeobecné maji jednodussi tvar a snadno se dokazou.
Nevyhod je na druhou stranu hned nékolik. Samoziejmé se jednd o metodu ztratovou,
jelikoZ nemame jistotu, ze jsme puvodni nerovnost rozdélili spravné, tedy na platné ne-
rovnosti. Déle je tieba Fict, ze vétsSinou existuje vice zptsobi, jak rozdélovat (tedy vice
moznych dil¢ich nerovnosti) a zdaleka ne vSechny dilé¢i nerovnosti budou platit. A kone¢né
je tfeba priznat, Ze téz velmi ¢asto nerovnost timto zpiisobem rozdélit prosté nelze. Pres
to vSechno pokud nerovnost rozdélit lze, tak by ndm to nemélo uniknout a par rozkladt
je dobré vzdy vyzkouset.

Cviceni. Pro kladné ¢isla x,y, z ukazte nerovnost

2 n 2 n 2 S 1 + 1 n 1
1+2z)2 (1+y)? (Q+2)2 14ay 14+yz 1+zz

Cviceni. Ukaite, Ze pro a,b,c > 0 plati

2 3 3
slatb+o)> Vab + Vbe + Yea — 1.

. 1,1
Navod. l=35+3+

o=

O sile odhadu

Priklad, ktery si nyni ukazeme, velmi pékné ilustruje, jak i iplné jednoduchy odhad muze
vyresit tézkou tlohu.
Priklad. Ukazte, Ze pro vSechny trojice kladnych éisel a, b, ¢ plati
1 1
DI
a® 4+ b3 + abc ~ abc

cyc
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(USAMO 1998)

Reseni. Vime, 7e pro z,y € RT plati 23 +y* > 2%y +y%r (AG masinka), a mizeme tedy
psat

1 c 1
L< = =
- Z a?b + b%a + abc Z abcla+b+c¢) abe
cyc cyc
¢imz nerovnost dokdzeme. Pozorné si rozmyslete, ze v prvnim odhadu skutecné plati
znaménko <.

Vidite, ze v tomto piikladu ndm odhad jedné ¢asti vyrazu tilohu v podstaté vyfesil.
Pripravte se ovSem na to, Ze nesrovnatelné castéjsi je pripad, kdy po pouziti néjakého
odhadu zbyde k dikazu nerovnost, ktera neplati. Nerovnosti pak mizeme délit na silné a
slabé podle toho, jak odolné jsou vuci riznym odhadtm, tedy vlastné jak tésny je vztah
mezi levou a pravou stranou. Obdobné mtzeme ohodnotit i silu metod, které k vytvareni
odhadt pouzivime. Porovnavat obecné silu zndmych nerovnosti je velmi tézké (zvlast
kdy?Z jsou mezi nimi ¢asto tésné vztahy), nicméné napiiklad CS zlomkobijec je nepochybné
metoda silnd, naopak odhad z predchoziho ptikladu je spise slaby. Ziskat dobrou predstavu
o sile riznych odhadi vyzaduje docela velkou praxi, a tak ndm zatim budete muset spis
vérit, kdyz rekneme, Ze néjaky odhad je silny.

Cviceni. Ukazte, Ze pro kladna ¢isla a, b, ¢ spliujici abc = 1 plati

> erETa s
a4+ b +ab —

cyc

(IMO shortlist 1996)
Ndvod. Pouzijte odhad a® + b° > a?b?(a + b).
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Permutacni nerovnost!®

Nekdy se ji téz fikd mincova nerovnost a soukromé ji nazyvame financénickd nerovnost,
protoze ji bez dikazu pochopi kazdy finan¢nik. V jistém smyslu se jednd o zatim nejo-
becnéjsi nerovnost, protoZe jak Cauchyho nerovnost (CS), tak i AG nerovnost jsou jejimi
diisledky.'® Mozné se vam zda divné, Ze jsme dosud tak propagovali AG a CS. Divody
jsou dva. Zaprvé, umét dobie pouzivat AG a CS je pro Feseni netrividlnich nerovnosti na-
prosto nezbytné. Druhy duvod je ten, ze v nékterych tlohach je pouziti AG ¢ CS prosté
vice intuitivni (a samoziejmé jsou i piipady, kdy je tomu naopak).

Tvrzeni. (Permuta¢ni nerovnost) Méjme dvé uspofddané posloupnosti libovolnych?°
realnych cisel x1 > w9 > - > Tp ayy > Yz > -+ > Yn, n € N. Pro libovolnou permutaci
(2, xh, ... x)) cisel (w1, 22, ..., xy,) plati

Ty + 22y2 + o+ oY = Y1 T Y2+ Y0 2 Tt T Tpo1Yz + o+ T1Yn.

Jesté nez tvrzeni dokdzeme, chtéli bychom naznacit, ze si svij dikaz vlastné skoro
ani nezaslouzi, protoze je opravdu zfejmé, kdyz se formuluje nasledujicim finan¢nickym
zpusobem (napiiklad pro n = 3). Ocitli jsme se ve finan¢nickém poloraji, kde je obrovska
hromada tisicikorun, vedle ni hromada pétisetkorun a vedle jesté hromada stokorun (y; =
1000, y2 = 500, y3 = 100). Penize si mizeme vzit jen ve tfech krocich. V kazdém kroku si
nejdiiv uréime hromadu, ze které chceme bankovky odebirat. V prvnim kroku si potom
smime z vybrané hromady odebrat sedm bankovek a poté celd hromada zmizi. V druhém
kroku si z dalsi vybrané hromady muzeme odebrat uz jen pét bankovek a hromada zmizi.
Ve tfetim kroku si ze zbylé hromady muZeme vybrat tfi bankovky (z1 = 7, o2 = 5,
x3 = 3) a s jejim zmizenim se z polordje definitivné stane polopeklo. Jak hromady vybirat,
abychom si odnesli co nejvice penéz? No to je jasné, prece 7-1000+5-500+ 3-100. A jak
vybirat hromady pro neptitele, aby si odnesl co nejméné? No prece 3-1000+5-500+7-100.
Vsechny ostatni vybéry daji ¢astku nékde mezi.

Pravé ukazana formulace je dtivodem, proc¢ se této nerovnosti nékdy rika i mincovd
nerovnost (misto bankovek se berou mince). Zkusme si i formalni dikaz. Jeho myslenka
je velmi jednoduché, prosté prohazujeme ,Spatné usporadané“ dvojice. Budeme fikat, Ze

n-tici (21, x2, ..., T,) prislusi soudet x1y; + Tays + -+ + TpYn.
Diikaz. Dokazujme nejdiive prvni nerovnost. Pfedpokladejme, ze n-tice (xf, =5, ..., a})
se lisf od n-tice (z1, x2,...,Ty) poprvé na pozici i, i € {1,2,...,n—1}, tj. z; # z}. Pak ale

18 Anglicky nézev je rearrangement inequality.
9Pokud jste se jiz setkali s nerovnostmi mezi mocninnymi priiméry (harmonickym, geometrickym,
aritmetickym a kvadratickym), pak vézte, Ze i tyto nerovnosti lze dokdzat pomoci permuta¢ni nerovnosti.
20P¥ipoustime i zaporna.
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jisté existuje j > i takové, Ze 2 = x; > x; (piipad j < i nastat nemtize, protoze pro kazdé
k < i plati x; = xj). Misto staré n-tice (x,5,...,},..., 2% = x;,...,2),) vezméme
novou n-tici (29,24, ..., 25 = i, ..., 2}, ..., 2,), kde x; je na j-té pozici (prohodili jsme
jen xj, x’;). Staci porovnat stary soucet Y . | xjy; s novym souctem piislusnym nové
n-tici. Ty se vSak lisi jen ve dvou séitancich a pozorujeme, Ze
/ ! / / ! / /
iy + iy > wys iy e (@ —a) (Y —yy) = (@ — ) (i —yy) >0,

coz je sou€in dvou nezapornych cisel, takze novy soucet je vétsi nebo roven starému.
Z toho uz plyne, Ze soucet y ., z;y; prislusejici n-tici (z1,z2,...,2,) je nejvétsi mozny.

Druhé nerovnost se dokaze zcela analogicky. Mtzeme ji ale dokézat i z prvni nerovnosti,
a to tak, ze vezmeme posloupnost —y, > —y,_1 > --- > —y;. Potom vime, Ze soucet
—X1Yn — T2Yn—1 — - -+ — TpYy1 je nejvétsi mozny, tedy soulet 1y, + XoYn—1 + - + T
je naopak nejmensi mozny.

Jak to pouzit?

Ukazeme si nékolik ptikladi, na kterych t€ snad presvédéime, ze snazit se hledat v llohach
permutacéni nerovnost mize byt opravdu velmi uzite¢né, elegantni a rychlé.

Poznadmka. Budeme fikat, ze dvé n-tice (z1, 2, ..., Tn) & (Y1, Y2, - - -, Yn) jSOU sOU-
hlasné uspotfddané, pokud existuje permutace o:{1, 2, ..., n} — {1, 2, ..., n} takova,
7€ To(1) = To(2) = 0 2 To(n) & ZATOVEN Y1) = Yo(2) = = = Yo(n) (jedna permutace
uspofadd obé posloupnosti). Naopak budeme fikat, Ze tyto n-tice jsou opaéné uspofa-
dané, pokud existuje permutace o takova, Ze T,(1) = To2) = *° = To(n) a zdroven
Yo1) < Yo2) < 0 < Yo(n)- Zjednodusené lze Fici, Ze dvé n-tice jsou souhlasné uspo-
fadané, jestlize parujeme velkd Cisla s velkymi a mald s malymi (tedy tim nejlepsim
zpisobem), a naopak opa¢né usporddané, parujeme-li tim nejhorsim zptsobem.

Pro libovolné n-tice (z1,...,zn), (Y1,-..,Yn) a libovolnou permutaci o budeme vyraz
S TiYo(;) Nazyvat soucinem téchto n-tic (piislusnym permutaci o). Pro usporddané
posloupnosti 1 > 29 > -+ > x, ay; > yo > -+ > y, budeme o vyrazu xiy; + - - +
T,Yyn mluvit jako o maximélnim soucinu téchto posloupnosti a o vyrazu xiy, + - +
Znpy1 jako o minimalnim soudinu téchto posloupnosti. Jsou-li (z1,...,2n), (Y1,-.-,Yn)
souhlasné usporadané, je 2?21 x;1; jejich maximalni soucin, a jsou-li opacné usporadané,
je Yoi, @y jejich minimalni soudin.

V minulém dilu seridlu jsme si pomoci AG masinky dokazovali nésledujici nerovnosti
(jen (iv) jsme si dovolili pFidat):

Piiklad. Pro kladné x,y, z, resp. kladna a, b, ¢ dokazte
: Y
(i) §+4+22>3,
) 23498 + 23 > a2y + 2 + 22a,
) x3y + y3z + 232 > :1:2yz + y2z:c + z2xy,
(iv) ay? + y12? + 242 > 23y2? + yPea? + 2Bay?,
2 b2 2
) TS+ S Zatbte
)

3

+§+C—Zab+bc+ca.

a

=%
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Reseni. Vsechny nerovnosti umime snadno dokizat pomoci AG, ale ted se na né podi-

vame z trochu jiného thlu.

(i) Trojice (z,y, 2), (%, %,%

kladnd). Na pravé strané dokazované nerovnosti je jejich minimalni souéin, totiz
_ 1 1 1 . s s e es PP s v
3=m;+ Yy, + 2%, zatimco na levé je jejich jiny soucin. TakZze nerovnost plyne

) jsou opac¢né usporadané?! (zde vyuzivame, Ze &isla jsou

ihned z permutacni nerovnosti.

(ii) Trojice (z,y, 2), (22,92, 2%) jsou souhlasné uspoifddané a na levé strané dokazo-
vané nerovnosti je jejich maximéalni soucin, takze nerovnost plyne z permutacni
nerovnosti.

(iii) Trojice (22,9?%,22), (yz, zx,xy) jsou opacné usporadané?? a na pravé strané je
jejich minimélni soucin, takze diky permutac¢ni nerovnosti jsme hotovi.

(iv) Trojice (z%y,y?z, 2%x), (22y,y*2, 2%x) jsou souhlasné usporadané. Na levé strané
je jejich maximalni soucin a na pravé strané jiny soucin.

(v) Trojice (a?,b%,¢?), (1, ,1) jsou opacéné uspoiéddané a na pravé strané nerovnosti
je jejich miniméalni soucin, zatimco na levé strané je jiny soucin.

(vi) Trojice (a®,b® ¢%) a (1,1,1) jsou opa¢né usporadané a podle permutaéni nerov-
nosti proto plati % + % + % > a? +b% + c®. Nerovnost a® +b% +c? > ab+bc+ca
ovSem plati také (uz ji zndme), protoZe na levé strané je maximalni soudin trojic
(a7 b, C)a (aa b, C)'

Zkuste to sami, je to snadné!

Staci jen prejizdét zrakem a ovérovat, Ze nékteré nerovnosti jsou vlastné opravdu vidét
Cviceni. Necht jsou déna libovolnd redlnd ¢isla ay, ..., a, adl, ..., al, je jejich libovolna
permutace. Dokazte, ze

2 2 2 / / I
ai +ay+---+a; > aia; +azay + -+ ana,.

Cviéeni. Necht aq,...,a, jsou kladnd redlna ¢isla a af,...,a}, je jejich libovolna per-
mutace. Dokazte, ze

a az an

7+7+~~~+7Zn.

ap Gy an

Cviéeni. Pro z,y,z € R, n € N a pfirozené k < n dokazte
(1) 27 +y7 + 27 > aBy? + y522 + 2522,
(11) " 4 yn 4 Z xkyn—k + ykzn—k + kan—k_

Cviceni. (0 néco malo té781) Necht 21 > a9 > - >z ay; > y2 > -+ > y, jsou redlnd
¢isla a necht (yf,...,y)) je permutace (y1,...,y,). Dokazte, ze

(1 =)’ + (@2 — 1)+ F (@ —yn)” < (21— 91)° + (w2 — 95)° + -+ + (z0 — u1,)°

21plati pro jakékoliv usporadani éisel x, y, z. Zkuste si.
22Tuto skuteénost je vzdy dobré si podrobné rozmyslet. Precizni zdtivodnéni je takové, ze je-li >
y>z pakjeia?>y2>z22ayz<za<azy Jelia>z>y pakjeiaz2>y2>22ayz<azy<zra
jind uspotfadéani vzhledem k cykli¢nosti diskutovat nemusime (bez Gjmy na obecnosti je = nejvétsi).
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(IMO 1975)

Cvicéeni. Pro kladné a,b, ¢ dokazte

b—|—1+c—|—1+a+1> <1 1 1)
ava Wb o c/e T '

a * b
Ndvod. Zacnéte jednoduchouckym AG.

Scitani je mocné

Tim ovSem plejada péknych pouziti permutacni nerovnosti zdaleka nekonci. Podivejme
se tfeba na tzv. Nesbittovu nerovnost, kterou jsme v minulém dilu dokézali pomoci CS
zlomkobijce.

Piiklad. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a n b + c >3
b+c c+a a+b "2
11

Reseni. Trojice (a, b, c), (bJrc7 T
z permutacéni nerovnosti plyne

%H)) jsou souhlasné uspoiddané (rozmyslete si), takze

a b c b c a
+ + > + + )
b+c¢c c¢c+a a+b " b+c c+a a+b

a b c c a b
+ + > + + .
b+c¢c c+a a+b " b+c c+a a+d
Sectenim a vydélenim dvéma dostaneme dokazovanou nerovnost.

Jak jsme pravé mohli vidét, s¢itani riznych dolnich odhadd maximalniho soucinu bylo
cestou k cili. I v mnoha jinych tlohach je séitani nékolika nerovnosti (podobné jako u AG)
ucinnou zbrani. Vyzkousejte si tuto techniku sami.

Piiklad. Nechf aq,...,a, € RT. Oznaéme s = aj + - - - + a,,. DokaZte, Ze plati
a1 ag Qp, > n

+ + -+ > .
s—ai S—as s—ap n—1

Ndvod. (ay,as,...,an), (S_la1 , s—1a2 s S_la ) jsou souhlasné uspofddané. Napiste pod
n

sebe vSech n — 1 cyklicky vytvofenych odhadt a hadejte, co se s nimi d& udélat.

Cvigeni. (Cebysevova nerovnost) Necht z1 > a9 > -+ > 2, ay; > y2 > -+ > yYp.
Potom plati

(T1+zo+ - @)y +ya+ - Fyn) >

n(@1yr + Toys + -+ Tpyn) >
> n(xlyn + ToYn—1+ -+ J?nyl)

Poznamka. CebySevovu nerovnost Ize chapat i tak, Ze pro maximélni sou¢in plati odhad

n n

x _’_._i_x
; : n
i=1 i=1
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Cvicéeni. Pro kladnd a,b,c a n > 1 dokazte

a® pn " - anfl _’_bnfl +Cn71

b+c+c+a+c+a_ 2

n—1 bn—l n—1

Ndvod. (a,b,c), (a ¢

bTo ) ora H—a) jsou souhlasné uspotfadané.
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Jensenova nerovnost

Abychom pochopili Jensenovu?? nerovnost, je potieba nejdiive dobfe porozumét pojmim

konvexni kombinace a konvexni funkce. Dejte si néco dobrého na zub a vrhneme se na to.

Konvexni kombinace

Definice. Nechf jsou déna redlna &isla xz1,...,2,, n € N, n > 2. Necht jsou dale
Ay .oy A € (0,1) takova, ze Ay + -+ -+ A, = 1. Cislo

AT+ Ao 4 -+ Ay

nazyvame konvexni kombinaci Cisel x1,...,x,.
Cviceni. Ukaite, ze kazdé z ¢isel x; lze zapsat jako konvexni kombinaci éisel x1, . . ., x;,.

Cviceni. Rozmyslete si, ze pokud je z; nejmensi z kombinovanych ¢isel a x,, naopak
nejvétsi, pak vSechny konvexni kombinace ¢isel x1, xa, ..., x, lezZi v intervalu (x1,x,).

Cviceni. Ukazte, Ze kazdé ¢islo z tohoto intervalu lze vyjadfit pomoci néjaké konvexni
kombinace.

Zatim jsme se zabyvali konvexnimi kombinacemi na pfimce. Pro pochopeni Jensenovy
nerovnosti je ale klicové porozumét tomu, jak se chovaji konvexni kombinace v roviné.

Definice. Necht [z1,41], [z2,y2], -, [Tn,Yn] jsou body v roving a A1, ..., A, € (0,1)
redlnd ¢isla takova, ze Y . A; = 1. Potom bod v roviné

Aiz1 4+ 4+ A&, Ayn + -+ Al

nazyvame konvexni kombinaci bodu [x1,y1], [T2, Y2, - - -, [Tn, Yn]-

Nyni si pomoci né€kolika snadnjch cvi¢eni rozmyslime, jak vypadd mnozina vSech kon-
vexnich kombinaci (pro danych n boda v roving).

Cvi€eni. Pron =2 je onou mnozinou usecka spojujici body [z1, y1], [x2,y2].

Cvi€eni. Pro n = 3 je mnozinou v8ech konvexnich kombinaci bodi [z1,31], [z2,y2],
[3,y3] trojihelnik pfesné s témito vrcholy.

Ndvod. Ukazte, ze umite dosdhnout kazdého bodu na obvodu. Pak sta¢i ukézat, ze
s kazdymi dvéma body lezi v hledané mnoziné i celd tisecka, kterd je spojuje. Nakonec si

23 Johan Jensen (1859-1925) byl ddnsky matematik.
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rozmyslete, Ze naopak i jakdkoliv konvexni kombinace lezi uvnit¥ trojihelniku, protoze ji
lze chapat jako ,,postupné skladani“ dvou konvexnich kombinaci, totiz

Alzr, y1] 4 Aafxo, yo] 4+ Aslxs, ys] =
A2

A
= (A1 +A2) (M[’Il,yl] + /\1_'_)\2[1‘2,312]) + A3[z3, y3).

Cvicéeni. Pro obecné n je mnozZinou vSech konvexnich kombinaci bodd z1, xo, ..., T,
konvexni k-tthelnik (k < n), jehoz vrcholy tvoii jen zadané body a uvnitf néhoz lez
zbyvajicich n — k bodi. Tomuto k-tthelniku se fik& konvexni obal danych bodt.

Navod. Zobecnéte predchozi Gvahy.

Konvexni a konkavni funkce

Jednu nepfijemnost mame za sebou, pochopili jsme, co to je konvexni kombinace a jaké
mé vlastnosti. Tim uz mame prakticky vyhrano. Nevéiite? Ctéte déle.

Definice. Necht I C R je interval a necht f: I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
z,y € I akazdé X € (0,1) plati

fOz+ (1= Ny) < AMf(x) + 1 =N f(y),

nazveme funkci f konvezrni na intervalu I.

V piipads, Ze je splnénéd dokonce ostra nerovnost (pro kazdé A € (0, 1)), mluvime o ryze
konvezni funkci.

V ptipadé, Ze pro kazdou dvojici z,y € I a kazdé A € (0,1) plati opacnd nerovnost
(tedy >), nazveme funkci f konkdvni na intervalu I, a podobné plati-li dokonce ostra
nerovnost, mluvime o ryze konkdvni funkci.

Definice konvexni funkce tedy fika, ze pro libovolné dva body x,y musi byt prislusna
¢ast grafu funkce (tim myslime mnozinu {[t, f(t)] € R?; 2 <t < y}) pod tiseckou spojujici
body [z, f(x)], [y, f(y)] a v ptipadé konkévni funkce musi byt nad ni. Abychom vidéli, ze
uz mame opravdu vSe potiebné za sebou, ukdzeme si pfimo Jensenovu nerovnost.

Tvrzeni. (Jensenova nerovnost) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro
libovolnd x4, ...,x, € I a libovolnd Ay,..., A, € (0,1) takovd, Ze \y + --- + A, = 1 plati

f()\lxl + -+ )\nxn) < Alf(xl) +oF Anf(xn)

Vidime, ze Jensenova nerovnost je jen jakasi ,zobecnénd definice® konvexni funkce a
ze nehovori o niem jiném, nez pravé o konvexnich kombinacich. Uvazujeme-li graf funkce
f (tj. mnozinu bodi {[t, f(t)] € R?; t € I}), potom bod [A1x1+ -+ Ay, fF( A1z +- -+
Any)] lezi na grafu funkce, zatimco bod [A1z1 + -+ -+ Ap@p, A1 f(z1) + -+ - + A f ()] lezd
uvnitf konvexniho n-thelniku tvofeného vrcholy [x;, f(x;)], 7 € {1,...,n}. Pfitom ale oba
zminéné body lezi ,nad sebou“ (maji stejné z-ové soufadnice -, \;x;). Odtud je ihned
patrné, Ze Jensenova nerovnost plati! Pfesto si uvedeme velice struény formélni dikaz.
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Dikaz. Postupujeme indukci. Pro n = 2 se jedna o definici konvexni funkce. Pfedpokla-
dejme, zZe tvrzeni plati pro n a dokdzeme jej pro n+ 1. Prvni nerovnost plyne z konvexity
funkce f a druhd z indukéniho pfedpokladu.

f()\lxl R )\n+1xn+1) -

A1 An
== d) ([ ——a + = ) F A1 @y ) <
f(( +1) <1 — )\n+1x1 + + 1— An+11' > + +1T +1)
<= Ae)f (2 e =2 ) A fans) <
= n+1 1_ >\n+1 X1 1_ )\n+1xn n+1 Tn+1) >

SMf(@1) + -+ Mg f(Tnga).

Poznamka. (o rovnosti) Asi ve vSech nasich aplikacich budeme Jensenovu nerovnost
pouzivat na ryze konvexni nebo ryze konkavni funkce a se vsemi koeficienty \; nenulovymi.
V takovém piipadé lezi konvexni kombinace [A1x1 4+ -+ + Ap&p, A1 f(21) + - + A f(20)]
pfimo uvnit¥ konvexniho n-tthelniku tvofeného body [x1, f(x1)],. .-, [®n, f(zn)] a v Jen-
senové nerovnosti proto plati ostra nerovnost — vyjma jednoho jediného pripadu, kdy jsou
si vSechna x; rovna (a n-tthelnik degeneruje do jediného bodu).

Abychom mohli Jensenovu nerovnost dobfe pouZivat, je nutné umét poznat, které
funkce jsou konvexni. Ukazme si nejdiive néjaké pfiklady konvexnich funkci (na prvnim
obrazku je navic Jensenova nerovnost zndzornéna graficky pro tfi ¢éisla).

y y y
[a, f(a)]

Poznat o zadané funkci, Ze je konvexni, nemusi byt zcela trividlni. Jedna z metod je pouzit
derivaci. Nebudeme se zabyvat tim, co derivace je, jenom bez dikazu uvedeme, ze pokud
ma funkce f druhou derivaci, pak je f konvexni na intervalu I, pravé kdyz jeji druha
derivace je na I nezépornd (f ale viibec druhou derivaci mit nemusi, a pfesto muiZe byt
konvexni). Obdobné tvrzeni plati samoziejmeé i pro konkdvni funkce. Hodné laicky se da
fici, ze konvexni funkce jsou ve tvaru ,misky“, zatimco konkavni maji tvar ,deStniku“.
Castokrat pomiize umét si predstavit pribéh funkce.?* V serialu obvykle budeme bez
ovéfovani definice tvrdit, Ze funkce je konvexni.?®

Jensenova nerovnost ma samoziejmeé svoji obdobu pro konkavni funkce, ovsem tento-
krat ve tvaru

fuz 4+ Agzn) = Acf(@n) + - 4 A f (@),
pro A, ..., A, € (0,1) takova, ze Ay +--- + A\, = L.

sky prételskou online aplikaci function plotter na http://www.univie.ac.at/future.media/moe/fplotter/
fplotter.html.

25To by mélo projit bez dikazu i v olympiadé, pokud se nepracuje zrovna s néjakou divokou funkeci.
O jednoduchych funkcich se povazuje za znamé, zda jsou konvexni, nebo ne.
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Urcité uz se tésite na vSechny mozné nerovnosti, které se ndm pomoci Jensenovy nerov-
nosti podaii dokézat. Jesté predtim ale zkusime uvést skromny vycet nejpouzivanéjsich
konvexnich a konkévnich funkci. Vzdy uvedeme i pfislusny interval, na némz funkce mé
danou vlastnost.

konvexni | na intervalu konkavni | na intervalu
1 R* 1 R-
ﬁ R+ NG R+
x2, x4, R x5, ... R~
sinx (m,2m) sinx (0,)
cos T (%,3nm) cos T (=%.%)
e* R Inx Rt

O spousté dalsich funkci neni obtiZné rozhodnout, zda jsou konvexni ¢i konkdvni (napii-
klad linearni lomena funkce Zfis, polynomy, atd.), je ovSem vzdy potfeba dévat si pozor
na intervaly. Radi bychom upozornili, ze soucet konvexnich funkci je konvexni funkce,
kladny nésobek konvexni funkce dé konvexni funkci, ovSem o soucinu dvou konvexnich

funkei jiz nic podobného obecné tvrdit nelze.

Konecné pouziti
Prvni pouziti, které si ukdzeme, bude slibeny nejhez&i?® ditkaz AG nerovnosti.

Tvrzeni. Pro nezaporna ¢isla x1,...,x,, n € N, plati

x1+...+xn >

"ajl...xn.
n

Diikaz. 'V ptipadé, Ze alespon jedna z proménnych je nulové, je platnost AG nerovnosti
zFejma, protoze prava strana je nulova. Dale uvazujme, Ze jsou vSechny proménné kladné.

Nyni na celou nerovnost (pozor trik!) vypustime logaritmus a pouZijeme Jensenovu
nerovnost pro konkavni funkci f(x) = In(x) na R*. Poznamenejme, 7e funkce In(z) ma
nasledujici vlastnosti

(i) In(z) je rostouci funkee,
(i) In(zy) = In(z) + In(y) pro libovolna z,y € R,
(iii) In(z™) = nln(z) pro libovolné z € RT, n € R (pro n € N plyne tato vlastnost
z predchozi).

Duvod, pro¢ vybirdme zrovna tuto funkci, je pravé ten, ze prevadi ,,soucet na soucin®.
1

Staci si jen napsat Jensenovu nerovnost (A =--- =\, = =)
26Podle naseho subjektivniho nazoru.
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1 1
In (M) > ,ln(xl) 4+ 4 71n(xn)
n n n

a uvédomit si, Ze prava strana je opravdu pfesné to, co chceme, protoze
1 1
Eln(xl) + 4 Eln(xn) =In(z1)+ -+ In(Yz,) =In (Y1)

Vzhledem k tomu, Ze logaritmus je rostouci, mtizeme jej (z vychoziho a obdrzeného vy-
razu) odstranit pii zachovani nerovnosti a dostavdme AG nerovnost.

Mozné jsme pfece jen zacali pomérné zostra. Radéji si nyni ukdZzeme néjakéd naprosto
netrikova pouziti Jensenovy nerovnosti. Castokrat ji lze velmi G¢inné pouzit p¥i dika-
zech nerovnosti, v nichZ vystupuji goniometrické funkce (feknéme proménnych a, 3,7).
Obzvlasté pokud néco vime o soucétu o + 5 + 7.

Priklad. Jsou-li o, 3, thly v trojuhelniku, dokazte

3V3

sina 4 sin 8 +siny < -

Reseni. Pouzijeme funkci f(z) = sin(z), kterd je konkavni na intervalu (0,7) (zfejmé
a, 8,7 € (0,7)). Podle Jensenovy nerovnosti plati

1 1 3
sina—|—sinﬁ—&—?)sin’ygsin(W):sinﬂ- V3

3 3 3

Zkuste pouzit Jensenovu nerovnost sami. Ve vSech nasledujicich cvi¢enich jsou a, 3,7
thly v trojihelniku.
Cviéeni. Dokazte

(i) sin § —|—siné +sind < 2,

(ii) cosf—i—cos +cos <2 f

(iii) tg & +tgl C+tgl > V3,

(iv) sinasin Bsiny < i
Ndvod. V (iv) hledejte nejdiive AG.
Piiklad. (Varovny!) Necht «, 3, jsou thly v trojihelniku. Dokazte

w

cosa+cos B+ cosy < —

[\.')

Navod. Pozor! Pokud vas 1aka pouzit Jensenovu nerovnost, zadrzte! Funkce cos x bohuzel
neni konkavni na celém intervalu (0,27), coZ bychom potfebovali. Zkuste vymyslet jiny
pristup. :) Upozortiujeme vsak, Ze se jedné o spiSe obtiznou tlohu.

Nerovnosti s goniometrickymi funkcemi mohou vypadat jako z jiného svéta. Popravdé
se jedna o natolik rozsdhlou kapitolu, ze by bylo mozné o ni napsat samostatny serial.
Jejich kouzlo spociva v tom, ze ,obycCejné“ nerovnosti lze Casto chytrymi substitucemi
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prevadét pravé na goniometrické nerovnosti a v goniometrii existuje cela rada uzite¢nych
identit a nerovnosti, které mohou vést k cili.

Prisel ten spravny cas vytadhnout z rukavu triky pfi pouzivani Jensenovy nerovnosti.
Ukazeme si dva priklady a potom se pokusime vylozit nékteré principy.

Piiklad. Pro kladna a,b, ¢ dokazte

a
— > 1.
Z Va2 +8bc —

cyc

(IMO 2001)

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o homogenni nerovnost, miizeme bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze a+ b+ ¢ = 1. Pouzijeme konvexni funkci f(x) = 1//z na R™.
Podle Jensenovy nerovnosti mame (koeficienty jsou postupné a, b, ¢)

1 1
;a\/(ﬂ + 8bc = Va3 + b3 + &3 + 24abe’
takze ndm bude stacit dokézat nerovnost
1>a®+ b + ¢ + 24abe.
Tu vsak staci zpétné homogenizovat. Chceme tedy dokazat

(a+b+c)® > a® + b3+ ¢ + 24abe,

coz ale plati pro libovolné kladnd a,b, ¢, nebot se jednd pouze o snadné cviceni na AG
nerovnost.

Piiklad. Pro kladné a,b, ¢ dokazte

> av/a? 202 + )+ (b+ 02 < (a+b+0)

cyc

Reseni. Nejdfive obé strany vydélime a + b + ¢ a ziskdme

ZL\/a2+3(b2+02)+2bc§a+b+c.
a+b+c

cyc

Déle pouzijeme Jensenovu nerovnost pro konkavni funkei f(z) = /= na R (koeficienty

. o a b c . p
jsou postupné —j—, a+b+c), a zbyde ndm dokazat

a3 4 3ab? + 3ac? + 2abc 3
\/chc( )§a+b—|—c: (a+b+0)

a+b+c a+b+c
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Tato nerovnost neni po odstranéni odmocnin nikterak obtizna (dokonce obé strany jsou
si rovny), pokud se nebojime roznésobit (a+b+c)3. S vyuzitim zapisu pies cyklické sumy
vidime, ze?”

z:(a3 + 3ab® + 3ac® + 2abc) = Z a(a® 4+ b* + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca).

cyc cyc

Je potieba si dobfe rozmyslet, pro¢ se tyto vyrazy zcela rovnaji.?®

Nejdrive bychom chtéli poznamenat, ze homogenizace a + b + ¢ = 1 nebo vydéleni
vyrazem a + b + ¢ (a nasledné pouziti koeficient ﬁ) je rovnocenny postup. A ted
jakési malé shrnuti, jak Jensenovu nerovnost pouzivat. Jako prvni si rozmyslete, jestli je
Jensenovu nerovnost potieba pouzit pro konvexni, nebo pro konkavni funkci. AZ potom
je dobré hledat vhodnou funkci. Posledni krok je volba vhodnych koeficientti. Pi tomto
kroku ndm muZe pomoct homogenita a lze proto o néjakém vyrazu (v piikladu vyse to byl
vyraz a + b+ ¢) bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze je roven jedné. Ostatné vhodnou
volbou koeficientl 1ze docilit téch nejvétsich trikti a vyfesit tak i opravdu velmi obtizné
nerovnosti. Uzite¢né pozorovani je, ze Jensenova nerovnost je casto vhodny néstroj pro
odstranéni odmocnin, které jsou vétsinou zdrojem problémt, a rovnéz nas umi pii vhodné
volbé funkce f zbavit zlomka.

Cvicéeni. Pro kladné a, b, ¢ dokazte
Vad + Vbd + V3 < /3(a3 + 08 + ).

Cvicéeni. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a 9
Z (b+c¢)? = d(a+b+c)

cyc

Ndvod. Prozradime, Ze funkce f(z) = ﬁ je konvexni na intervalu (0, 1). Zkuste proto

polozit a + b+ ¢ = 1. Vsimnéte si, Ze jiz pfi vybéru vhodné funkce ndm muze homogenita
velmi pomoct.

27Druhy zpusob, ktery se rovnéz vyhyba moznosti, Ze bychom se mohli z roznasobovéni zblaznit, je

roznasobit zdvorku pomoci multinomické véty, kterd funguje podobné jako binomickd véta (viz napiiklad
http://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial_theorem).

28 Musite si piedstavit cyklické zamény jednotlivych vyrazi. Potom se napiiklad ¢len ab? ,secte se
¢lenem 2ca?, jehoz cyklickou zdménou je pravé 2ab?.
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AG a zlomky

Jesté nez si ukdZzeme novou zbraii na nerovnosti se zlomky, provedme jednu velmi dtileZitou
tvahu o rovnostech.

Uvaha o rovnostech

Piedstavme si, ze dokazujeme nerovnost L(a,b,c) > P(a,b,c) a nas dikaz se sklada
z dilé¢ich odhadt
L>L1>Ly>--->P.

Pokud pro néjakou trojici ¢isel a, b, ¢ plati L(a,b,c) = P(a,b,c), tedy nastava rovnost,
pak plati
L(a,b,c) = L1(a,b,c) = --- = P(a,b,c),

a rovnost tedy plati i pfi vSech pouzitych odhadech. Vime-li tedy o néjaké trojici, pro niz
nastéva rovnost (velmi ¢asto pro a = b = ¢), pak ma smysl pouzivat pouze odhady, v nichz
pro takovou trojici téz nastava rovnost. Jak za chvili uvidite, tato banalni myslenka mutze
byt velmi uzitecna.

Jdeme na to!

Mozna vas prekvapi, Ze se da velmi dobfe pouzivat i v nerovnostech se zlomky. Myslenka je
velmi jednoduché, prosté zlomek sec¢teme s jeho jmenovatelem nebo jeho ¢astmi. Sledujte!

Priklad. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ ukazte nerovnost

a? v 2
—+—+—2a+b+ec

b c a

Reseni. Podle AG nerovnosti plati % + b > 2a. Seétenim t¥i analogickych nerovnosti
ziskdme to, co jsme méli dokizat.

Piiklad. Pro kladni éisla a, b, ¢ ukazte

a® b 3
—+—+—=>a+b+ec
bc  ac ab

Reseni. Pouzijeme AG nerovnost pro tii ¢leny % + b+ ¢ > 3a a souctem trii takovych
nerovnosti ziskame vysledek.
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Cviceni. Ukazte nasledujici nerovnosti pro kladna ¢isla a, b, c:
i) S+5%+S>atbte
(i) @+ 2 4+ < >ab+be+ ca,

(i) % + 5% + 5 > a4+ 6%+

@‘n v‘@

o

Ndvod. Ve druhém prikladu vezméte do AG nerovnosti dva ¢leny z levé strany a jeden
z pravé, ve tietim pfikladu pouzijte AG nerovnost pro pét prvki.

Aplikace této metody nejsou zatim moc presvédéivé, nebot predchozi nerovnosti umime
spolehlivé dokazovat tfeba permutacni nerovnosti, ale myslenka je snad jiz zcela jasna.
Napftiklad jste si uz urcité vsimli, jak ndm ¢itatel zlomku napovida, kolik ¢lent vzit do AG
nerovnosti. Pojdme nyni zkusit timto zptisobem dokdzat néjakou opravdovou nerovnost.

Priklad. Pro kladné éisla a, b, ¢ dokazte

a® a+b+c
> > .
(a+b)(a+c) 4

cyc

Reseni. Myslenka feSeni je ted jiz zcela jasna. Nesmime se ale ukvapit a zapomenout na
nasi tvahu o rovnosti. V dokazované nerovnosti evidentné nastava rovnost proa =b =c¢
a pii sestavovani AG nerovnosti na to musime myslet. Ta spravnad AG nerovnost je

a3

8-m+(a+b)+(a+c)23-2a.

Koeficient 8 je zvolen praveé tak, abychom pro volbu a = b = ¢ aplikovali AG nerovnost na
t¥i stejnd ¢isla. Dokazovand nerovnost se samoziejmé ziskd seétenim tii podobnych AG
nerovnosti.

Porad je to velmi jednoduché, ne? Zkuste si to sami na nésledujicich piikladech a
nezapomeiite zvolit spravné koeficienty.

Cviceni. Pro a,b,c > 0 ukazte

Z ad >a+b+c
pws b(2¢+a) — 3

Cvicéeni. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

Z a® >(12—|—b2—|—c2
Cycb+20_ 3 ’

Ndavod. Nejprve si zlomek rozsitte, jak by to udélal CS zlomkobijec.
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Cauchy a odmocniny

Vidéli jsme, jaké netusené moznosti jesté skryva AG nerovnost, nicméné ani Cauchyho ne-
rovnost zdaleka nefekla své posledni slovo. Jiz vime, ze pokud chceme soucet t¥1 néjakych
zlomkl odhadnout ,ve sméru >“, je CS zlomkobijec neocenitelnym pomocnikem. Nyni
budeme chtit soucet t¥i vyrazi obsahujicich odmocniny odhadnout naopak ,ve sméru

~v s

budeme mit G¢innou zbran.
Nejprve ale uvedme tvar CS, ktery budeme pro praci s odmocninami pouZzivat.

Tvrzeni. (CS na odmocniny) Bud n pfirozené ¢islo a aq, az, ..., ap, b1, ba, ..., by
c¢isla kladna. Pak plati

Vaiby +Vasby + -+ Vanby < /(a1 +az + -+ an)(b1 + b2+ + by).

Cviceni. (Lehoucké) Rozmyslete si, Ze to je opravdu dusledek CS.

Cvicéeni. Dokazte nasledujici nerovnosti, v nichz jsou vSechna uvedené c¢isla kladné.
(i) Vo +1+ 22 —3++/50—3x <12,
(il) Va® + Vb3 + V3 < \/3(a3 + b5 + c3),
(i) Va® + Vb +Ved < \/la+b+c)(a? + b2+ c2),
(iv) Vab+ Vbc+/ea<a+b+e,
(v) aVb+by/c+eva<\/(a+b+c)a®+b%+c2).

Cela véda tedy spociva v interpretaci vyrazu pod odmocninou jako néjakého soucinu,
popfipad€ v tom, Ze obcas néjaky ten ¢len, jenz se odvazil vylézt pred odmocninu, stah-
neme zase dovnitt. Diky zkuSenostem, které mame s CS zlomkobijcem, uz jisté vidime,
ze sila CS na odmocniny bude v tom, ze at mame pod odmocninou cokoliv, miiZzeme to
jako souéin chapat vice zpusoby. Piiklady (ii) a (iii) jsou toho nazornym dikazem. Opét
tedy budeme mit k dispozici celou skalu odhadt1 a je velka Sance, Ze aspon jeden z nich
bude dostatecné silny. Pojdme si to zkusit na tézké tloze!

Priklad. Kladna &sla z,y, 2 > 1 spliwji £ + & + 1 = 2. Dokaite

\/z—1+\/y—1+\/z—1§\/x—|—y—|—z.

(Iran 1998)

Reseni. Pfedné se zaradujeme, protoze nerovnost ma k pouziti CS na odmocniny vhodny
tvar. Nyni se musime rozhodnout, jak se divat na vyraz x — 1. Vzhledem k zadané pod-
1

mince se nabizi x — 1 = x(1 — ). Zkusme tedy pouzit CS na odmocniny

\/x<1—i>+\/y(1—;)+\/y(1—;) g\/(x+y+z)(3—(;+;+i))
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a vidime, ze po dosazeni podminky je tloha vyfeSena.

Vétime, ze zpusob pouziti CS na odmocniny je jasny a muzeme jej potrénovat na tfech
tlohéach pro opravdové Sampiony. Na nich mimo jiné spatiite, jak ¢inné je obé varianty
CS kombinovat.

Cvicéeni. Pro kladng ¢isla a, b, ¢ dokaZzte nerovnost

a b c
+ + > 1.
VaZ+8bc Vb2 +8ac V2 +8ab

(IMO 2001)

Ndvod. CS zlomkobijec, pak Sikovny CS na odmocniny (uvédomte si, ze da odhad sprav-
nym smérem) a nakonec AG.

Cviceni. Kladna éisla z,y, z spliuji 22 + y2 + 22 > 3. Dokazte

;W

Ndvod. Opét zacnéte CS zlomkobijcem néasledovanym CS na odmocniny. V ném zvolte
rozklad na soudin tak, abyste pak mohli substituovat 22+ 52 + 22 = A a v celé nerovnosti
figurovala jen proménna A.

Cviéeni. Budte a,b,c € RT pevna. Ukazte nerovnosti
(a2 +b2+c?) >
> \/a2x2 + 0292 + 222 + \/b2x2 +2y2 4+ a222 + \/02952 + a2y + b222 >
>a+b+c,
pro .y, z € R takova, ze 22 +y? + 22 = 1. (CRUX journal)

Ndvod. V jednom z odhadt se nebojte umocnit, hodné ¢lenti se odec¢te a na souciny
odmocnin ptjde opét pouzit CS.

Mozna jste si v8imli, ze pouziti CS zlomkobijce a néasledné CS na odmocniny da ¢asto
totéz jako jedno pouziti Jensenovy nerovnosti (viz prvni cviceni z tohoto bloku).

Na zavér kapitoly o CS si formou cviceni uvedeme dvé velmi kreativni pouziti této
nerovnosti. Zaroven tim podame feseni dvou uloh na premgyslent z minulého dilu.

Cviéeni. Budte a,b,c € RT takov4, Ze abc = 1. Dokazte
212, 2
Z a + b + C < 3
p a®+ b2+~
(IMO 2005)
Ndvod. PouZijte CS na odhad jmenovateli:
(a® +b° + ) (be+ 0> + %) > (a® + b + 62)2
Cviceni. Ukaite, Ze pro x,y,z > 1 plati
\/x71+\/y71+\/zfl < \/:zz(yz+1).
Ndavod. Dvakrat pouzijte CS ve tvaru

VE=D+ D0+ -1) 2V T+y—1.
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Ulohy na ptemg3leni

I tentokrat jsme pro vas pripravili nékolik velmi zajimavych nerovnosti, k jejichz feseni
je spis nez znalosti potfeba dobrého napadu. Zkuste je tedy vyfesit postupy, které nepte-
krac¢uji naSe soucasné védomosti.

Uloha. (zobecnéna permuta¢ni nerovnost) Méjme posloupnosti z; > -+ > z,, > 0,
y1 > >y, >0az > >z, >0. Necht o,m:{1,...,n} = {1,...,n} jsou libovolné

permutace. Potom plati
n n
Z TiYiZi 2 Z TilYo (i) Zm(i)-
i=1 i=1

Dokazte.29

Uloha. Dokaite, ze pro kladné é&isla x, v, z plati nerovnost
22 +y® 4+ 22+ 2oyz + 1 > 2(zy + yz + 27).

(Darij Grinberg)

Uloha. Pro kladna d&sla a, b, ¢ ukazte

2
1< a L b L c < 3\[.
Va2 +b2 V2 +c2 Ve +a? 2

(Cina 2004)

29Pfedem upozoriiujeme, ze piedpoklad o nezapornych ¢islech nelze vypustit, a je ho tedy potieba
v dukaze vyuzit. Rozhodné neptijde primo aplikovat diikaz obycejné permutacni nerovnosti.
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Kazdé teseni je doplnéno o poznamku obsahujici drobné dovysvétleni, upozortiujici na
kroky, které ¢inily problémy, apod. Poznamky vznikly na zakladé feseni zaslanych tesiteli
MKS.

Uloha 4. Pro a,b,c > 0 takova, Ze abc = 1, ukazte

a 3
2T in 21

cyc

(IMO shortlist 1998)

Uloha 5. Budte a,b, ¢ strany trojthelnika a «, 3, jeho vnitini thly (standardné zna-
Cené). Ukazte, ze plati
3 b
a-cos%—l—b-cosg—i—c-cos% < @.

A

Uloha 6. Kladna &isla a, b, ¢ splituji ab + bc + ca > 3. Dokazte nerovnost

a 3
Z aerZﬁ'

cyc
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Uloha 4. Pouzijeme AG nerovnost tak, jak bylo popsano v kapitole AG a zlomky.
Kazdy zlomek z levé strany prosté secteme s vyrazy v jeho jmenovateli, pficemz chceme,
aby rovnost nastavala pravé v pripadé a = b = ¢ = 1, v némz evidentné nastava rovnost
i v dokazované nerovnosti. Podle AG nerovnosti pro tfi prvky tedy plati

8 «
(1+0)(1+a)
Sectenim t¥i takovych nerovnosti ziskdme po vydéleni osmi

a? a+b+c 3
Z Z T
1+b)(1+a) 2 4

cyc

>+(1+a)+(1+b)23~\3/@:6a.

pri¢emz nerovnost, kterou ndm nyni staci dokazat, je ekvivalentni s a + b+ ¢ > 3. Tu ale
snadno dokazeme AG nerovnosti

a+b+c>3Vabe =3.

V posledni pouzité nerovnosti nastava rovnost pouze pro a = b = ¢ = 1, tedy v celé
nerovnosti miize nastat (a skute¢né nastava) rovnost jediné v tomto p¥ipadé. Tim je tloha
vyfesena.

Poznamka. Nerovnost z této tlohy neni ptili§ silnd, a tak na ni funguje i mnoho jinych
pristupi.

Uloha 5. Nejdfive si rozmyslime, 7e trojice (a, b, ¢), («, 3,7) jsou souhlasné usporadané.
Jinymi slovy chceme ukazat, Ze proti nejvétsimu thlu je nejdelsi strana. To nahlédneme
ze sinové véty. Piedpoklddejme, Ze trojihelnik je ostrothly (nebo pravouhly), tj. a, 8,7 €
(0, %). Protoze na intervalu (0, 5) je sinus rostouci, ze sinové véty

a b c

sina  sinf  sinvy
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plyne, Ze trojice (a, b, ¢), (c, B,7) jsou souhlasné uspofddané. V pi¥ipadé tupouhlého troj-
thelniku miZzeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze a > 5 > ~ (jinak trojuhelnik
pfeznacime). Diky rovnosti « + 3+ v = 7w plati @« > 7 — a > 8 > v a navic zfejmé
T —a,B,7 € (0,F). Pouzitim sinové véty ve tvaru

a a b c

sina  sin(mr —a«) sinf  siny
dostavame, ze a > b > c.
Protoze kosinus je na intervalu (0, 7) klesajici, jsou trojice (a, b, c), (cos 5, cos g,
opaéné uspotadané a CebySevova nerovnost mé tvar

@ 8 y a+b+c Q@ 8 ¥
— — - < — — — — .
a0052+bc052+ccos2_( 3 )(COS2+COSQ—|—0052

cos 7)

Pouzitim Jensenovy nerovnosti pro funkci cos, kterd je konkdvni na intervalu (0, %),

2
1 1 1 dostavame

s vahami 3, 3, 3

g 1 5y at+pf+v) T V3
<>—00s6 5

1 « n 1 n <
—cos — + - cos = + -cos = < cos

3 2 3 2 3 2 6
a spojenim poslednich dvou nerovnosti ziskdme dokazovanou nerovnost. Rovnost v Jen-
senové nerovnosti nastava jen v pfipadé o = = =, protoze funkce cos je na intervalu

(0, ) ryze konkdvni. Ve stejném piipadé nastava rovnost i v Cebysevové nerovnosti.
Druhé feseni: (volné podle Anh Dung Le, fesitele MKS) Myslenkou tohoto FeSeni je

pouzit misto Jensenovy nerovnosti znamy vztah

cosx + cosy = 2cos (x;y) cos (m;y) .

Zamétime se proto uz jen na diikaz nerovnosti cos § + cosg +cos 3 < % Protoze pro

thly v trojuhelniku je zfejmé cos ("%’Zﬂ) > 0, plati nerovnost

cos% —l—cosé = 2cos <a+ﬁ) cos (a—ﬁ) < 2cos (Oél_ﬁ) .

2 4 4

Pro¢ by zrovna tato nerovnost méla vést k cili? Protoze pfeci vime (letmym pohledem),
Ze rovnost ma nastat pro § = g = 3 = § a v tomto piipadé nastava rovnost i v uvedené
nerovnosti. Leva strana dokazované nerovnosti obsahuje tfi séitance, ale nam by se vice
hodil sudy pocet, a tak si jeden pridame. Pfi pfidavani ale dbame na to, abychom respek-
tovali podminku, za niz nastava rovnost. Proto k obéma strandm dokazované nerovnosti

pfi¢teme cos ¢. Dale uz staci jen sledovat

o B Y 77) atp T+3
- = L )< -7 <
(cos2+0082)+(0082+0056 _2(:05( 1 + 2 cos 1 <

a+pB+v+Z% 3V3
§4cos(5873>§4cosg:3cosg+cosg:{—I—cosg.
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Vsimnéte si, ze tato myslenka je vlastné tplné stejnd jako myslenka v seridlu v sekci
AG a zlomky, kde se rovnéz pridavaji ¢leny a bere se pfitom zietel na pripad rovnosti.

Poznamka. K feSeni od Anh Dung Le jesté poznamenejme, Ze je to pfesny névod
k ditkazu nerovnosti z varovného piikladu v sekci Jensenova nerovnost (zndme vsak jesté
nejméné dva dalsi dtikazy varovného piikladu).

Nedostatkem mnoha doslych feSeni bylo pouziti Jensenovy nerovnosti beze zminky, na
jakém intervalu se pouzivd, coz je pFitom kli¢ovy krok (jeho nutnost demonstruje varovny
priklad).

Nakonec dodejme, Ze mnoho fesitelt pouzilo Jensenovu a Cebysevovu (resp. permu-
tafni) nerovnost v opa¢ném pofadi, nez jak je to provedeno ve vzorovém feSeni. Tento
postup vyzadoval pouziti Jensenovy nerovnosti s koeficienty — +‘g 1 3 +Z ' 3 _HC) +c (Casto
se pro zjednoduseni polozilo a + b+ ¢ = 1). Pak zbylo dokdzat nerovnost

aa+ bl + ¢y

_— >
20a+b+c) —

0
6 )
kter4 plyne ihned z CebySevovy nerovnosti (resp. sou¢tem permutaénich nerovnosti)

a+b+ec

aa—l—bﬁ—i—c'yZ( 3

)(a+/6’+w)-

Uloha 6. V prvnim kroku se zbavime odmocnin pomoci Jensenovy nerovnosti*® pro

konvexni funkci 1//x s vdhovymi koeficienty — Tt @ +ll; os arire- Mame tedy

L _Z< a 1 >> a+b+c
atbt+c “=\at+btc Va+d) \ X, (@ +ab)

yc

kde L je levé strana zadané nerovnosti. Po ipravé a umocnéni na druhou (coz je v kladnych
Cislech ekvivalentni tprava) ndm zbyva dokdzat

(a+b+c)?
(a+b+c)?— (ab+bc+ ca)

>
-2

Rozmysleme si, ze nyni mizeme ¢len ab + bc + ca diky vazebni podmince odhadnout
trojkou (ve spravném sméru). V nerovnosti, kterou ndm nyni sta¢i dokézat, mtizeme
provést substituci a + b + ¢ = s, roznasobit a vzniklou polynomickou nerovnost hbité
upravit do tvaru

(s —3)%(25+3) >0,

z néhoz je jeji platnost jiz ziejma. K tomu, aby nastala rovnost, potfebujeme rovnost
i v Jensenové nerovnosti. Tam ovSem nastavéa (1/4/z je ryze konvexni), pouze pokud

a+b=bt+c=c+a & b=c=1.

Tehdy nastava rovnost i v celé nerovnosti, a my jsme tim padem hotovi.

Poznamka. Z&dné spréavné feseni se neobeslo bez Cauchyho ¢i Jensenovy nerovnosti.

30Ke stejnému odhadu dospéjeme i pouzitim CS zlomkobijce a posléze CS na odmocniny.
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Nerovnosti, dil 11

Po nadilce z minulého dilu se jisté nemiizete dockat, co jsme na vas prichystali ten-
tokrat. Diky tomu, ze naSe znalosti jsou uz na slusné drovni, mizeme si predstavit i ty
nejsilnéjsi metody k dokazovani nerovnosti. Ukazeme si napiiklad, pro¢ jsou symetrické
nerovnosti ,lehké“, ¢i jak nerovnosti upravovat na soucet ¢tverci. Téz si osvojime ruzné
substituce a samoziejmé par novych uziteénych nerovnosti. Navic mate jedine¢nou pti-
lezitost, kterd se vam pii studiu klasickych matematickych disciplin jen tak nenaskytne,
a to sezndmit se s t&mi nejmodernéjsimi vysledky v oboru, nebot vétsina zde uvedenych
metod je opravdu jen par let stard! Zac¢néme tedy!

Substituce

Téma substituci je natolik rozsahlé a nachéazi uplatnéni v tolika rtznych oblastech, ze
se ani nebudeme snazit jej kompletné vycerpat. Ukazeme si jen ty, které v souvislosti
s nerovnostmi potkdvame nejcastéji.

Na substitucich je nepfijemné, ze pokud je neznate, je témér nemozné na né za kratky
Cas (pii soutézich) prijit. Pfitom ale vhodnéd substituce muze tlohu prakticky vyfesit.
Zacneme od téch jednodussich pripadd. Budeme se zabyvat nerovnostmi s podminkou
a nasi snahou bude tyto nerovnosti pomoci vhodné substituce pievést (bezztratové) na
nerovnosti bez podminky. Ackoliv to jiz umime pomoci homogenizace, mohou se nékdy
hodit i jiné postupy. V nékterych pripadech miize byt navic podminka natolik nepfijemna,
ze vibec neni jasné, jak by se méla homogenizace provést.

Pfipad zyz =1

Predpokladejme, ze mame dokazovat nerovnost v proménnych x, y, z pro vSechna kladna

x, Yy, z splnujici xyz = 1. Pro¢ rovnou nedosadit z = 11 ? Nemusi to byt vzdy Spatné, ale

vétsinou dostaneme nerovnost, ktera ztrati veskeré symetrie a hlavné je nehomogenni, coz
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je nepfijemné. Snahou je proto ekvivalentné piejit k novym proménnym a, b, c, které na
sobé budou zcela nezavislé (zbavime se podminky) a neudélaji ndm nerovnost ,Skaredéjsi“.

Zkusme za x, y, z dosadit

a b c

xr= — y:* zZ = —.
b’ c’ a

Tvrdime, ze takova a, b, c > 0 existuji, prave kdyz zyz = 1. Je-li totiz zyz = 1, pak a
zvolime libovolné, b dopoc¢teme z prvni rovnosti, ¢ dopoc¢teme z druhé a ovéfime, ze plati
1 b ¢

z=-L =2Y.¢— ¢ Pokud naopak takova a, b, c existuji, ziejmé zyz = ¢ . 2. ¢ =1,
Ty a b a » ’ b ¢ a

Cviceni. (Dilezité!) Rozmyslete si, ze pfechod od nerovnosti v proménnych z,y,z

s podminkou xyz = 1 k nerovnosti v proménnych a, b, c bez podminky dosazenim z = 7,

y=2% 2= < je bezztratovy. Dale si rozmyslete, Ze nova nerovnost je vzdy homogenni

c’

(stupné 0).
Ndvod. Ukazte, ze pokud existuje trojice, pro niz neplati jedna z nerovnosti, pak lze
najit i trojici, pro niz neplati druhé.
Cviceni. Pro kladné a,b, ¢ spliujici abc = 1 dokazte

a

b ¢
+-+->a+b+c
b ¢ a

(Celostétni kolo MO 2003)
Vsimnéte si, ze ackoliv vychézeji jiné nerovnosti nez pfi homogenizaci, prislusné sou-
stavy (pro AG nerovnost) maji tataZz feSeni.

Cviceni. Pro kladné a, b, ¢ splijici abec = 1 dokazte

Z#>§
atb+c) = 2

cyc
(IMO 1995)

Ndvod. Po substituci hledejte CS zlomkobijce, AG potom praci dodéla. Dobie zafunguje
i substituce x = % ve spojeni se zlomkobijcem.

Cvicéeni. Pro kladn4 ¢isla a, b, ¢ splitujici abc = 1 dokazte
1 1 1

o) (o) (e 1e ) <
b c a

Ndvod. Nerovnost, kterou ziskdte po vyndsobeni xyz, je opravdu (moznéd piekvapivé)
jen jiny tvar Schurovy nerovnosti (z cyklické nerovnosti jsme dostali symetrickou!).

Poznamka. Z ceskych tucastniki na IMO 1995 vyfesil tuto ulohu jeden, na IMO 2000
zadny.

(IMO 2000)

Nakonec si shrneme, k ¢emu vysSe uvedend substituce vede. Nikdo nam nezarucuje, ze
nova nerovnost bude snadnéji dokazatelna, ovsem prijemné je, Ze se bezztratové zbavime
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podminky, a pfitom se nerovnost nestane neptfehlednou, jak se tomu vétsinou stane po
pfimém dosazeni.

Pf¥ipad a, b, ¢ strany trojahelniku

Budeme pokracovat dalSimi uziteénymi substitucemi. Uvazujme nerovnost v promeén-
nych a, b, ¢, kde a, b, ¢ tvoii strany trojihelniku (tedy jsou to kladna ¢isla splitujici pod-
minky a +b > ¢, b+ ¢ > a, ¢+ a > b). Pokud nés tato podminka spiSe obtézuje, mame
moznost se ji zbavit pomoci substituce

a=y+z, b=z4+z, c=x+y.

Ukéazeme, ze takova ¢isla x, y, z > 0 existuji (a dokonce jsou uréena jednozna¢né), pravé
kdyz a, b, ¢ tvoii strany trojahelniku.

Tvori-li a,b,c strany trojihelniku, pak délky tsecek vedoucich od vrcholi k bodim
dotyku kruznice vepsané s jeho stranami jsou hledané x, ¥, z. Lze je jednozna¢né vyjadrit
(pouhym vyfesenim soustavy) jako

—a+b+c a—b+c a+b—c

= T —— = —_—, z = 5

2 4 2 2

coz jsou jisté kladné cisla. Naopak pokud takovd z,y, z existuji, pak zfejmé a +b =
z+y+2z > x+y = c a analogicky plati dvé zbyvajici nerovnosti. Stejné jako v pfedchozim
pfipadé neni tézké si rozmyslet, Ze prechod od nerovnosti s podminkou v proménnych
a, b, ¢ k nerovnosti bez podminky v proménnych z,y, z je bezztratovy.

Cviceni. Necht a,b, ¢ jsou strany trojuhelnika. Dokazte
(1) D eye a?(b+c—a) < 3abe, (IMO 1964)
(ii) chc a?b(a — b) > 0. (IMO 1983)

Ndvod. Ve druhém cviéeni budte pfipraveni na pouziti permutacni nerovnosti (nejlépe
po vydéleni zyz).

Pripad z + y + z = zyz

Pridejme nepatrné na obtiznosti. Uvazujme nerovnost v proménnych z,y,z > 0 s pod-
minkou x + y + z = xyz. Porovnejme nasledujici dva vztahy:

T+ tga+t
po ETY gy = RO B
1—zy 1—tgatgp
Oc¢ividné maji naprosto stejnou strukturu. P¥iddme-li jesté, ze tg(m — (a+f)) = —tg(a+

B), nabizi se, ze podminka x+y+2 = zyz ma néco spole¢ného s trojihelnikem. At uz jsou

x,y jakakoliv kladna ¢isla, existuji o, 8 € (0, §) takova, ze = tga, y = tg 3. Podle vyse

uvedeného je potom z = tg(m — (a+ 3)). Protoze z > 0, je navic y = 7 — (a4 ) € (0, §).
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Pravé jsme ukazali, Ze z podminky x+y-+z = zyz plyne existence ostrotihlého trojihelniku
s uhly «, 8,7 takovymi, Ze

r=tga, y=tgh, z2=tgv.

Naopak mé-li ostrotahly trojuhelnik thly «, 3, v, pak plati z+y+2z = tga+tg S+tgy =
tgatg Stgy = xyz. Proto lze provést stejnou tvahu jako v duleZitém cviceni. Zjistujeme,
7e i tentokrat je prechod k nerovnosti bez podminky bezztratovy.3!

Cviceni. Necht z,y, z jsou kladn4 ¢isla splitujici x + v + 2z = xyz. Dokazte3?

(i) = +y+z>3V3,
(i) zyz > 3v/3,
(iii) zy +yz + zx > 9.

Ndvod. Jensenova nerovnost po substituci, nebo jen AG nerovnost bez substituce.

Samoziejmé je otazkou, zda si takovou substituci pomizeme, a zda ji vibec potfebu-
jeme. Odpovéd (jak uZ to tak byva) neni jednoznacéné. D4 se Fici, Ze substituci vétsinou
nepotiebujeme tam, kde lze nerovnost néjak jednoduse homogenizovat, a tam, kde ji
lze prevést (tfeba i pomoci ztratovych metod) na nékolikeré pouziti pfedchoziho cviceni.
Pokud se vSak pro ni rozhodneme, miizeme vyuzivat vSechny zndmé rovnosti a nerov-
nosti platné v trojuhelniku, které jsou mnohdy velmi silné.?> Viimnéte si, ze jsme se ale
podminky nezbavili, protoze proménné «, 3,7 (vSechny z intervalu (0, 7)) jsou vazané
vztahem o + B + v = 7.

Dalsi moznosti je upravit podminku na tvar

1 1 1
—+—+—=1
Ty Yz 2T

Po substituci 2’/ = 1, 3/ =1,
x y

Z'x’ =1, se kterou se vétsinou da néjak vypotradat (homogenizace byvé jednoduchd).

Z = % dostaneme jesté hezéi podminku tvaru z'y’ + ¢’z +

Cviceni. Dokazte, Ze pirechod od nerovnosti v proménnych z,y,z > 0 s podminkou
ry 4+ yz + zx = 1 pomoci substituce

™

_ G _ e Y
m—tg? y=tg 7, Z—tg§

k nerovnosti v proménnych «, 3, , jimiz jsou Ghly v trojahelniku (mtze byt i tupothly),
je bezztratovy.

317 pravé ukizané substituce plyne i jedno obecné pouceni. Pokud narazite na né&jaké vztahy, které
vam svou strukturou pfipominaji trigonometrické vztahy, vyzkousejte, zda opravdu neni mozné tlohu
ekvivalentné preformulovat do svéta trigonometrie. Tento trik mtze pomoct pii feSeni nejraznéjsich aloh.

32Cviceni (i) a (ii) jsou sice kviili podmince x + y + 2 = xyz totozna, ale predesleme, Ze obvykle se
hodi umét odhadnout vSechny vyrazy uvedené v (i), (ii), (iii). To jsou totiz pravé ty vyrazy, které se
pouzivaji pfi symetrické substituci, o niz pojednéava sekce Zbran hromadného nicent.

33Kapitola nerovnosti platnych v trojahelniku je uz nad ramec tohoto textu. Nicméné miizeme alespoii
odkazat na ¢lanek http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/ kenny/Trigonometric_substitutions.pdf.
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Cviceni. Pro kladné x,y, z splitujici « + y + z = xyz dokazte
1 3

S es

1422~ 2

cyc

(Korea 1998)

Ndvod. Vzpomente si na varovny priklad u Jensenovy nerovnosti.

Priipad  +y+ 2+ 2 = xyz

Stejné jako v predchozich pfipadech uvazujme nerovnost v proménnych x, y, z > 0 s pod-
minkou  +y + z + 2 = zyz.

Cviceni. Necht z,y, z jsou kladn4 ¢isla spliujici  + y + 2z + 2 = zyz. Dokazte

(i) z4+y+2z>6,
(il) zyz > 8,
(iil) zy+yz + za > 12.

Ndvod. (i) Pfevedte na polynomickou nerovnost v proménné s = x+y+z. Jejim kofenem
je naptiklad s = 6, je vSak potfeba najit i dalsi kofeny.

Tato podminka je jiz o poznani nepiijemnéjsi, protoze obecné neni viibec snadné ne-
rovnost homogenizovat. Pro nalezeni vhodné substituce potfebujeme podminku sikovné
upravit. Neni té7ké ovéfit (rozndsobte sil), zZe je ekvivalentni s podminkou

1 1 1

+ + =1
1+ 14y 142z ’
v 7 v . . 7’ vees ’ . . . _ 1
tézké spise je na tento ekvivalentni tvar prijit. Zvolime-li tedy substituci a = 1/,
b = ﬁ, c = ﬁ, mé podminka tvar @ + b + ¢ = 1. Nyni snadno dopocitame, ze
x = 177‘1 = bzc. Celkem tedy dostavame, ze z podminky = 4+ y + 2z + 2 = xyz plyne
existence kladnych ¢isel a, b, ¢ takovych, ze
b+c c+a a+b
xTr = s = s = .
a b c

Naopak pokud takova a, b, ¢ existuji, je jen otédzkou jednoduchého vypoctu ovérit, ze

b+c¢c c¢c+a a+bd b+c¢c ¢c+a a+bd
rty+z+2= + + +2= : :
a b c a b

= xYz.

Jedna se tedy znovu o bezztratovy pfechod. Nova nerovnost bude homogenni (stupné
0) a bez podminky.

Cviceni. Dokazte, Ze nerovnost v proménnych z,y,z > 0 s podminkou zy + yz + zx +
2zyz = 1 lze bezztratové prevést na nerovnost v proménnych a, b, c > 0 bez podminky.

Ndvod. x = %
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Cvicéeni. Pro kladnd z,y, z splitujici xy + yz + zx + zyz = 4 dokazte
T+y+z2>ay+yz+ z2e.

(Indie 1998)
Ndvod. x = 2z’ a po substituci a vynasobeni jmenovateli pouzijte Schurovu nerovnost.

Priklad. Pro kladna x,y, z spliiujici « + y + 2z + 2 = 2yz dokazte

VI +y+vVz2<V2@+y+2z+3).

Reseni. Na prvni pohled se zdé, Ze mozna ani nebudeme substituci potfebovat, protoze
nerovnost vybizi k pouziti CS na odmocniny.

Podle CS na odmocniny plati \/z + /y + v/z < \/3(z +y + z). To bychom pak ale
potiebovali dokazat nerovnost \/3(m +y+2)< \/Z(x +y+2+3),neboliz+y+2z <6,
ktera podle jednoho z predchozich cviceni neplati.

Substituce ndm zato pomtize velmi efektivné. Nerovnost prejde na

\/b+c+\/c+a+\/a—|—b<\/2<b+c+c+a+a+b+3>:
a b c a b c
1 1 1
— J2(a+b Sho4n).
\/(a+ +c)(a+b+c>

Posledni rovnost je vidét, pricteme-li ke kazdému zlomku jednicku. Ted uz miiZeme
slavit ispéch s toutéz myslenkou, nebot plati

b+c c+a a+b 1 1 1
+ + <y/btct+ctata+d)| =+ +- )
a b c a b ¢

Pfipad 22 + y% + 2% + 2zy2 = 1

Pokud vam ze substituci vstavaji vlasy hrizou, potési vas, ze tato uz je posledni, kterou se
budeme zabyvat. Opét uvazujme jen x,y, z kladna. Stejné jako v pfipadé x +y+ 2z = zyz
najdeme souvislost se svétem trojihelniki.?* ProtoZe v tomto p¥ipadé bjva homogenizace

mnohem obtiznéjsi, miaze byt goniometrickd substituce opravdu dobrym vychodiskem.
Ukazeme nyni, ze jsou-li «, 8, thly v trojuhelniku, plati

cos? o 4 cos® B + cos? 4 4+ 2 cos avcos B cosy = 1.

34To, 7e bychom viibec né&jakou souvislost méli hledat, lze nahlédnout tak, ze pokud vyfesime rovnici
22 +y? + 224+ 2xyz = 1 jako kvadratickou rovnici vzhledem k z, dostaneme z = — (wy— V1—1x2y/1— y2)
(feseni je pouze jedno, protoze z > 0). Tato rovnost mé stejnou strukturu jako rovnost cos(a + ) =
cos « cos B — sin asin 3.
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Za pouziti vztahu 2cosacos f = cos(a + ) + cos(a — ) a dalsich znamych vztaht
upravujme

cos? v + 2 cos acos B cosy = cos(a + ) (cos(a + B) — 2 cos acos 3) =
2 2
_ _ cos(a + B) cos(a — f) = _w _

:_(20052a—1);—(200825—1) 1 cos

2 — cos? 3.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pfechod od nerovnosti v proménnych x, y, z > 0 s podminkou
22 +y? + 22 + 22yz = 1 k nerovnosti v proménnych «, 3,7, jimiz jsou thly ostroihlého
trojuhelniku, pomoci substituce

r=cosqa, Y=cosf, 2z =cosYy

je bezztratovy.

Ndvod. Nejdfive si rozmyslete, ze zadanou podminku mohou spliiovat jen ¢isla z inter-
valu (0,1).

Cviéeni. Necht kladna x,y, z spliuji 22 + y? + 22 + zyz = 4. Dokazte

2— 2— 2—
\/ ° y+\/ © > 3.
2+ 2+vy 2+z

Ndvod. Po substituci prejdéte pomoci zndmych vzorct k poloviénim hlim.

Cviceni. Dokazte, Ze nerovnost v proménnych x,y,z > 0 s podminku xy + yz + zx +
2xyz = 1 lze bezztratové prevést na nerovnost v proménnych «, 3,7, jimiz jsou thly
ostrotthlého trojuhelniku.

Ndvod. xy = (\/@)2
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Uprava vyrazu

Jak uz jsme naznacili, v poslednich letech se vyvinulo mnoho silnych metod k dokazovani
nerovnosti. Vétsina z nich je obklopena rozsahlou teorii a v nasem seridlu se neobjevi.
Potésujici je vSak to, ze jedna z vibec nejsilné€jsich metod Zadnou teorii nepotiebuje.
Budeme prosté jen kouzlit pti upravidch a nerovnost pirevedeme do ocividného tvaru.
Vérime, ze tato ¢ast seridlu patii k jeho zlatym hiebim, tak nevahejte a Ctéte!

O co tedy jde?
Zac¢néme piiklady!

Piiklad. Pro kladné ¢isla a,b,c ukazte
a® 4+ b3 + 3 > 3abe.

Reseni. Nerovnost ekvivalentné upravime do tvaru
1 2 2 2
§(a+b+c)((a—b) +(b—0c)+(c—a)?) >0,

z néhoz je platnost ptivodni nerovnosti jiz zcela patrnéd (roznésobte si!).

Priklad. Pro kladnd reilna disla ukaZte nerovnost

221‘7 > Zx5y2 + P

cyc cyc

Reseni. 1 tentokrat nam k FeSeni stadi nerovnost upravit, a to do tvaru

Z (x2 o y2) (:Es o y5) > 0.

cyc

Priklad. Pro kladna ¢isla z,y, z dokazte obecnou Schurovu nerovnost

Zwa(ac —y)(x—2z) >0,

cyc

v niz « je kladné realné ¢islo.
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Reseni. Nerovnost je symetricka, zvolme tedy bez Gjmy na obecnosti 2 > y > z a
upravme ekvivalentné na

(@ -y’ + @y —2)(x—y)(a* —y*) + 2% —2)(y —2) > 0.

Platnost je nyni téz ziejma.
Cviceni. Ovérte, ze nase upravy byly spravné, a uvédomte si, Ze upravené nerovnosti
jsou skutecné jiz zfejmé.
Ndvod. Pro Schurovu nerovnost jsme zacali Gpravou (z — z) = (z — y) + (y — 2).
Tolik mala ochutnévka toho, jak se daji dokazovat nerovnosti, pokud ovladame apravu

vyrazi. Nedéste se, pokud maéte pocit, Zze na takové feseni nemizete nikdy prijit. Vse se
za, par okamzikti nauc¢ime. Nejprve se ale rozehfejme na symetrickych nerovnostech.
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Muirhead, Schur a kosticky

Jisté€ si vzpomenete na tu spoustu homogennich nerovnosti, které jsme byli schopni do-
kazat AG masSinkou. Matematici jsou ovSem liné bytosti a ani takto t¢inny néstroj jim
nestacil. Chtéli védét, kdy mohou o néjaké takové nerovnosti prohlasit, ze plati, aniz by
museli pocitat soustavu rovnic. No a kvili tomu vymysleli nasledujici obecnou nerovnost.
Jeji dikaz bude zaroven prvni aplikaci Sikovnych tprav. Za¢néme tim, ze zavedeme nové
znaceni pro symetrické nerovnosti.

Definice. Budte a, b, c nezdporna celd ¢isla. Pak symetricky vyraz

Z (x“ybzc + xbyazc) , kdez,y,z € R,

cyc
budeme zkracené znacit [a, b, ¢], pfi¢emz zvykem byva psit exponenty v sestupném potadi,
tedy tak, aby platilo a > b > c.
Poznamka. Pamatujte, Ze [a,b,c] je vzdy soudet Sesti ¢lent. Plati tedy naptiklad

[1,1,1] = 6zyz,  [3,0,0] =2(z® +3° + 2%).

Tvrzeni. (Muirheadova nerovnost) Budte a,b,c a a’,b’,¢ nezaporna cela ¢isla takova,
Zea>b>cad >V > azdroven plati a + b+ c = a’ +V + ¢. Pak nerovnost
[a,b,c] > [d,V, (] plati pro vSechna nezdpornd x,y,z, pravé kdyz a > a' a soucasné
a+b>a +V.

Poznamka. (O kostickidch) Predchozi neprithlednd podminka mé hezké grafické zna-
zornéni. Vyraz [a, b, | zndzornime jako t¥i sloupce kosticek o vyskéach a, b, c.

V feci kosti¢ek pak nerovnost [a,b,c] > [0/, 0, ] (a > b > ¢, o' >V > () plati, pravé
kdyZz mizeme od sloupeckt [a, b, ¢] prejit k [a’, ', ¢] jen pomoci ,shazovani kosticek zleva
doprava“.3® Napiiklad nerovnost [6,4, 1] > [5, 3, 3] znazornime takto:

] )
I N A

35Muirheadova nerovnost ve skuteénosti plati i pro symetrické nerovnosti n proménnych, ne pouze
t¥i. K jeji presné formulaci bychom vyuzili pravé ,kostickovou interpretaci®. Dalsim zobecnénim je to, ze
exponenty a, b, c mohou byt kladna realna cisla, coz ovSem ve skute¢nosti Muirheadovu nerovnost nijak
vyrazné nezesiluje.
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Pozorovani. (SOS3¢) V jednom z motiva¢nich pifkladt jsme vidéli, Ze nerovnost
[7,0,0] > [5,2,0] lze upravit do tvaru

Z (502 o y2) (z5 o y5) > 0.

cyc

Podivejme se, jaké nerovnosti lze ziskat modifikaci tohoto tvaru. Budte a, b nezdporna
cela ¢isla a ¢, d prirozena cisla. Pak zcela jisté plati nerovnost

>ty 2@ -yt —y?) > 0.

cyc
Ta po roznasobeni piejde v
[G+C+d,a,b] 2 [a+c,a+d,b],

pricemz na uspotradani ¢isel a, b, ¢, d neklademe zadné pozadavky.
Cviceni. Dokazte Muirheadovu nerovnost.

Ndvod.

(i) Rozdélte dikaz na tii pfipady, z nichZ se d4 pak nerovnost sestavit. Prvnim z nich
bude ,shazovani kosticky* z prvni pozice na druhou (napft. [7,2,1] > [5,4,1]),
druhym pak z druhé pozice na tfeti (napf. [6,4,0] > [6,2,2]) a tfetim nakonec
z prvii pozice na tfeti (napf. [2,1,0] > [1,1,1]). Ukazte, ze kazdou z mozZnosti
umime vyfesit pomoci SOS pozorovani!

(ii) P¥i dukazu opa¢né implikace hledejte protiptiklad ve tvaru (z =y = 1, z ,velké®)
proa >aavetvaruxz =1,y = z = ,hodné* pro a’ + b > a+b.

Poznamka. (Varovna!) Muirheadova nerovnost funguje opravdu jen pro symetrické ne-
rovnosti. Napfiklad ani nerovnost z° + y° + 2% > 2%y + y*2 + 2%z neni jejim diisledkem,
a je na ni tedy potfeba pouzit jiné metody (AG, permutaéni nerovnost apod.).

Poznamka. (O rovnosti) V Muirheadové nerovnosti nastava samoziejmé rovnost v pii-
padé z = y = z, ale to neni vSechno! Pokud v SOS pozorovani volime b > 0, nastava
rovnost i pro = y = 0 a z libovolné (a cyklické zdmény). Pokud volime a > 0, pak
rovnost nastava v pfipadech x = y = 0, z libovolné a x = y, z = 0 a jejich cyklickych
zéménach. A konecné v pfipadé, Ze volime kladné a i b, nastava rovnost jesté v pripadech,
kdy je jedna z proménnych nulova a ostatni libovolné.

Predchozi poznamka ukazuje, Ze uziti Muirheadovy nerovnosti neni omezené pouze na
nerovnosti, v nichz nastava bézna rovnost x = y = z, coz jen doklada jeji silu. Na druhou
stranu lze tusit, ze vySetfovani rovnosti je u Muirheadovy nerovnosti oSemetné a rozhodné
jej nesmime podcenit.

Cviceni. Tvrzeni o rovnosti ovéite pomoci SOS pozorovani.

.....

nerovnosti.

36Tuto podivnou zkratku brzy osvétlime.
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Tvrzeni. (Schurova nerovnost) Pro nezdporna ¢isla x,y, z a kladnd ¢isla «, 8 plati ne-
rovnost

Z:co‘ (xﬁ fyﬁ) (xﬁ — zﬁ) >0,

cyc
pricemz rovnost nastava v pfipadechx = y = z,x = 0,y = z a jejich cyklickych obménéach.

Cviceni. Dokazte tento tvar Schurovy nerovnosti a ukazte, Ze po roznasobeni jej lze
zapsat jako

[Oé+2ﬁ,0,0] + [aaﬁ7ﬁ] Z 2[0&+B,,8,0]

Ndvod. Substituci 2’ = z” atd. pfevedte nerovnost na jednodussi tvar, ktery jsme jiz
dokézali v ivodu sekce Uprava vyrazu.

Cviceni. Pomoci Muirheada a Schura dokazte nésledujici nerovnosti a peclivé urcete,
kdy v nich nastava rovnost.

(i) [12,12,0] + 2[12,9,3] +[9,9,6] > 3[11,8,5] + [8,8, 8],
(i) 4[5,1 0] [4,1,1]+ [2,2,2] > [4,2,0] + 3[3,3,0] + 23,2, 1],
(iit) 3[6, 0 ,0] +2[5,1,0] +2[3,3,0] > [4 2,0] +[4,1,1] + 4[3,2, 1],
(iv) [10,1,1] +2[7,5,0] + [6,3,3] > [8,2,2] + [6,5,1] +[6,4,2] + [5,5,2],
(v) 25[ , ,0]+230[5, ,0]4+115[4,2,0 ]+10[3 3,0]+80[4,1,1] > 336[3, 2, 1]+124[2, 2, 2].
Roznasobovani

Vidéli jsme, ze pouzivanim symetrického zapisu lze i nerovnosti s mnoha ¢leny rozumné
napsat a pak kombinaci Muirheada a Schura i dokazat. To je hlavni divod, pro¢ se velmi
Casto vyplati symetrické nerovnosti roznasobovat. Ve skutecnosti je to dokonce jedna
z nejucinnéjsich metod. Neni sice zrovna elegantni a napaditd, ale zato je pomérné casto
funkéni. V minulém dilu jsme si procvicili praci s cyklickym zapisem, coz se nam pfi
roznasobovani bude hodit. Jesté si fekneme néco o nasobeni v symetrickém zapisu.

Lemma.?” (O nasobeni) Chceme-li vyndsobit dva symetrické ¢leny [a,b,c| a [a’, V', ],
miizeme ocekavat, ze vyjde 36 ¢lent, tedy 6 symetrickych clenti. Tak tomu skutecné bude,
a tyto ¢leny budou navic vypadat tak, ze k exponentim a, b, ¢ jednotlivé pricteme ve vSech
Sesti moznych poradich exponenty o', ¥, ¢’ (rozmyslete si, Ze ono ndsobeni opravdu takhle
funguje). Plati tedy

[a,b,¢] x [d, V', ] =

=la+d,b+b,c+]+[a+ad, b+, c+V]+]a+,b+ad,c+V]+

Cvicéeni. Pfedchozi Lemma sice vypadd nevzhledné, ale velmi Casto se zjednodusSuje.
Zkuste si s jeho pomoci roznasobit

(i) [3,0,0] x [2,1,0]

(i) [4,2,0] % [3,3,0]

37Lemma je v matematice b&né pouzivany nazev pro pomocné tvrzeni.
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Ndvod. Pribézné kontrolujte, ze vAm odpovidéa pocet ¢lenti. VSimnéte si téz, ze posledni
vyraz je nezdporny, a rozmyslete si, e roznasobeny vyraz nejde ,muirheadovat®.3®

Nyni jste plné pripraveni k tomu, abyste si zkusili pofadné roznasobovani sami. Silné
doporucujeme pouzivat symetricky, a kde to nejde, tak alespon cyklicky zapis a stale si
kontrolovat, ze ,sedi“ pocet ¢lend. Tak tedy homogenizujte, roznasobujte a vérte, ze to
vyjde!

Cviceni. Pro kladn4 ¢isla x, y, z dokaZte nerovnost

>t 1
3 +y3 +ayz T zyz

cyc
(USAMO 1997)

Cviéeni. Pro z, y, z € RT spliiujici zyz = 1 dokaZte nasledujici nerovnost

x® — 2
E — >0
5 4 y2 + 22
cyc

(IMO 2005)

Cviceni. Dokazte, Ze pro nezaporna realné ¢isla x, y, z takova, Ze zy + yz + zx = 1,

plati
Z; S 9
(x+y)? ~ 4

cyc

(Tran 1996)

Vzpomente si, ze prvni dvé nerovnosti umime fe$it i bez roznasobeni, takze se da fici,
Ze takhle pracny pristup neni na misté. Naopak u tfeti nerovnosti neni mezi matematickou
veFejnosti znam?3® zadny postup, ktery by se roznasobovani zcela vyhnul. I to doklada silu
roznasobovani a Muirheadovy nerovnosti, navic rovnost v posledni nerovnosti nastava
i v nesymetrickém pripadé. Pokud vas ale roznasobovani nebavi, zcela to chiapeme a
slibujeme, ze odted d4l budeme délat uz jen ony slibované ,hezké tpravy*.

38To jen abyste vidéli, ze ani Muirhead neni vSemocny. Tady to ani neni velké ptekvapeni, nebot
rovnost nastavéa ve velmi zvlastnich pfipadech (rozmyslete si).
39V dobé psani tohoto seridlu skuteéné nebyl. Poprvé se takovy postup objevil v knize [1].
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Tvar SOS

Definice. O vyrazu V(a,b,c) ve tfech proménnych a,b,c fekneme, Ze jde zapsat ve
tvaru SOS (,,Sum of squares®), pokud lze ekvivalentné upravit do tvaru

Sa(b—c)* 4+ Sy(c — a)* + S.(a — b)?,

kde S, Sy, S. jsou néjaké vyrazy proménnych a,b, c.

Poznamka. Pokud po takové upravé bude platit, ze S,, Sy, S. > 0, je tim dokdzana
nerovnost V(a,b,c) > 0.

Priklad. Napiiklad
Z (x5 _ yS) (x2 _ y2)
cyc
je jiz téméi SOS tvarem. Staci z kazdé zavorky vytknout?® (x—y) atd. VSechny nerovnosti

z SOS pozorovani umime tedy zapsat v SOS tvaru.

Poznamka. MiizZe se ovSem stat, ze platnou nerovnost upravime do SOS tvaru, a pfitom
nebude platit S, Sy, S. > 0. Uz tfeba pro Schurovu nerovnost ziskdme tvar

%Z(a +h—c)(a—b)

cyc

Takové piipady budou ale velmi ridké, a navic ani pak jesté neni diivod skladat zbrané,
jak pozdéji uvidime. Ve skutecnosti je uprava do SOS tvaru v soucasnosti asi nejsilnéjsi
(8iroce pouzitelnou) zbrani na cyklické homogenn{ nerovnosti!

Pozorovani. (S¢itani SOS) Pokud dva vyrazy V(a,b,c) a V'(a,b,c) umime zapsat ve
tvaru SOS, pak tak umime zapsat i jejich soucet V(a,b,c) + V'(a,b,c).
Cviceni. Rozmyslete si, ze k ditkazu pozorovani staci prislusné SOS tvary prosté secist.
Tvrzeni. (Zisadni!) Kazdd homogenni (polynomickd) symetrickd nerovnost ve tfech
proménnych Ize zapsat ve tvaru SOS.
Piiklad. Kupiikladu nerovnost [6,1,0] > [3,2,2] zapiSeme v SOS tvaru diky Sikovné
upravé

([67 170] - [55 270]) + ([57 270] - [37 27 2]) > 07

40Ptislusny algebraicky vzorec jisté znate: 2 —y" = (z —y)(z" L+ 2" 2y 4+ - Fay? "2 + 47 L),
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po niz uz umime obé zdvorky zapsat ve tvaru SOS (SOS pozorovéani). Pravé s timto
umyslem jsme jeden ¢len pricitali a odeéitali. Pak uz snadno zapiSeme jako SOS cely
soucet.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze kazdou roznasobenou homogenni symetrickou nerovnost pu-
jde upravit podobné jako tu v pfedchozim ptikladu.

Poznamka. Ve skutecnosti umime takto upravit dokonce kazdou cyklickou nerovnost.
Pro cyklické nerovnosti tfetiho stupné tento tvar snadno najdeme diky tomu, Ze umime
v SOS zapsat AG nerovnost pro tii prvky (a tedy i napiiklad a3 +y3+23 > 22y+y%2+222).
Vyssi stupné nas zatim nebudou zajimat.

Cviéeni. Upravou do SOS tvaru dokazte symetrickou nerovnost
[4,0,0] + 3[2,2,0] > 4[3,1,0]

a rozmyslete si, ze Muirheadova nerovnost tu nestaci.

Ndvod. Opét pric¢téte a odeCtéte vhodné ¢leny tak, abyste mohli vyuzit SOS pozorovani.

Kdyz se dva perou ...

Jiz vime, Ze pokud do SOS tvaru umime upravit dva vyrazy, umime totéz udélat i s jejich
sou¢tem. Tuto myslenku vyuZijeme pii dokazovani nerovnosti podobnych té nasledujici.

Piiklad. Pro kladni éisla a, b, ¢ dokazte

> 13.

1 b-+b
! )+ ab+be+ ca

(a+b+e)(=+s+2 -
@ : a c a? + b2+ c2

Reseni. Rozlozme pravou stranu na 9+ 4. Zatimco odhad (a+b+c)(2 41+ 1) > 9 ndm
hraje do karet, pro zbylou c¢ast levé strany plati presné opa¢ny odhad, nez jaky bychom
potfebovali. Po Gpravé na

1 1 1 ab+ bec+ ca
b T E e I
(a+ +c)<a+b+c) * <a2—|—62+02 >_

>0 <0

mizeme dokazovanou nerovnost vnimat jako souboj dvou dil¢ich nerovnosti. Dtlezité
ovSem je, ze kazdou z téchto dil¢ich nerovnosti umime zapsat v SOS tvaru. Pajde tak
tedy zapsat i celd dokazovana nerovnost. Tim je mysSlenka odhalena a tlohu nyni snadno
dokoncime. Plati

Z +4Z m ZS b—c)?

cyc

pfi¢emz nerovnosti Sg, Sy, S. > 0 dokazeme jiz bez mrknuti oka.

Podobné nerovnosti byvaji opravdu silné (minimélné silnéjsi nez kazda z dil¢ich), a
proto velmi ocenime, Ze Gprava vyrazu je bezztratova metoda. Bézné ztratové postupy
zde staci malokdy.
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Cvicéeni. Pro kladn4 ¢isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

ad + b3 +c3 S a® + b2 +c?
3abc “ab+bc+ca
Ndavod. 0Od obou stran ode¢téte jednicku a upravte nerovnost tak, aby se ,zdpasici“
nerovnosti daly zapsat v SOS tvaru.
Cviceni. Ukazte, Ze pro kladna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

ab + be + ca
a2 +b2 42

abe

2
—_— 4>
PE IR

(BRKOS 2009)

Uprava do SOS

Nyni si ukézeme, jak do SOS tvaru upravovat cyklické nerovnosti se zlomky, aniz bychom
je museli roznasobovat. Postup méa vzdy tutéz myslenku — nerovnost rozdélime na tii
cyklické s¢itance a snazime se postupné vytykat rozdily. Mezikrokem tedy bude vzdy tvar

> SLb-o). (@)

cyc

Pfi takovych apravéich je dobré mit na paméti, ze ¢len (b — ¢) lze z néjakého (polyno-
mického) vyrazu vytknout, pravé kdyz je tento vyraz pro b = ¢ nulovy. Také neni nutné
upravovat pfimo do SOS tvaru, nebot jak vime z SOS pozorovani, miiZe stadit i tvar

ZS;(bT — )b =), kde r,s > 0.

cyc

D4 se fict, ze vyrazy a™ —b™ pro n > 1, n € N, bohat€ staci rozlozit az Gpln€ na zavér
uprav (ale o tom pozdé&ji). Dost Fed, je ¢as na piiklady!
Priklad. Dokazte Nesbittovu nerovnost

a 3
Zb—l—cZ§

cyc

pro a,b,c > 0.

Reseni. Upravujme

N e R e DY Ll (i)

cyc cyc
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(posledni tpravu dirazné doporuéujeme si rozmyslet!). Nyni uz tusime, Ze i z poslednich
zavorek bude moZné vytknout (a — b) (pro a = b se rovnaji), a dokonéit tak ipravu na

1 (a — b)?
§Z(b+c)(a+c) =

cyc
Cvicéeni. Pro k,l € N a kladn4 ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

akJrl 1 . } :
Zm > 5(@ +b +C).
cyc
Ndvod. Od prvniho zlomku odectéte %al apod. Vytykejte rozdily typu a* — b¥.

V nésledujicich cvigenich se pfi upravé do tvaru (©) v Citatelich objevi i smiené cleny
(napt. be, b?c atd.). Ty bud odhadneme (naptiklad jako 2bc < b2+ c2, b?c+c?b < b® +c?),
anebo (pokud to nestaci, protoZe odhad je na Spatnou stranu ¢éi slabsi nerovnost neplati)
upravujeme tak, abychom si vyrobili jen rozdily typu SOS a ¢iré mocniny (napi. 2bc =
V24?2 —(b—c)? & b2c+cPb =03+ — (b+c)(b—c)?). V tézsich piipadech mohou opét
pomoci SOS rozklady Muirheadova typu.

Cviceni. Bud 0 <r <1 a a,b,c kladna ¢isla. Pak ukaZzte nerovnost

Z c2—ab >0
a2 +b24+rc2 —

cyc

Navod. Zde staci ¢len ab odhadnout.

Cviceni. Upravte do SOS tvaru nésledujici nerovnost
be 3
S e < b
b2 +c2+3a% 7 5
cyc

a o jeji platnost se zatim nestarejte. :)
Ndvod. Dosadte 2bc = b* + ¢ — (b — ¢)*.

Obcas se stava, ze néjaka nerovnost vzdoruje a nechce se ji nechat se pékné upravit.
Rozsifime si proto nas arzendl sikovnych (v tomto p¥ipadé doslova trikovych) tprav o t¥i
dalsi.

Trikové apravy

Tvrzeni. (,,Tfetinovad“ tprava)

S-S =5 3 (- (S, — 55) + (51— 50).

cyc cyc
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Diikaz.  Ozname levou stranu L a upravujme pomoci vztahu (b —c¢) = (b —a) + (a — ¢)

L=) (b=a)+(a—c)S, =) (b—c)(~S;—Si)=L".

cyc cyc

Pak uz jen napiSeme 3L = 2L + L’ a jsme hotovi.

Tato uprava se samoziejmé hodi ve chvili, kdy pot¥ebujeme ptejit od (V) k SOS tvaru
(rozdily S! — S} ¢asto pomohou).

Tvrzeni. (VS* tprava)

1

Z(a*b)(a*C)Va’:52(1)*0)2(‘/&“/!*‘/4)-

cyc cyc

Cvicéeni. Pfedchozi tvrzeni dokazte Gpravou pravé strany, presnéji rozepsanim

(b—c)?=(b-c)((b—a)+ (a—c)).

VS tuprava vlastné fika, ze tvar z levé strany umime snadno upravit na SOS, coz se
nam bude hodit naptiklad po pouziti ,tfetinové“ upravy. VSimnéte si, ze pfechod mezi
koeficienty levé a pravé strany ma stejnou strukturu jako znama substituce pro strany
trojthelnika (a = = + y atd.).

Posledni tprava bude ihned jasna na ptikladu, fikdme ji ,pfi¢teni nuly“. Sledujte

a®b—bc=0a’b—ac+adc—b3c=a®b—c) + c(a® - b3).

Smysl této tpravy je téz ve vytvafeni rozdila.
Cviceni. Upravte do SOS nasledujici vyrazy
(i) a* +b* + ¢t — adb + b3c + Ba,
(i) a®b? +b3c? + 2a? — a?b?c — b?c*a — c*a?b,
(iii) a*b+ bic+ cta — a®b? — b3c? — c2a’.

Cvi€eni. Rozmyslete si, Ze timto postupem lze upravit kazdou (roznasobenou) cyklickou
nerovnost do tvaru SOS.

Kdyz to vypada zle ...

Nyni jiz budeme vé&¥it tomu, Ze nerovnost do tvaru SOS upravit dokézeme. Doted jsme
museli doufat, Ze po upravé bude platit Sy, Sy, S, > 0, pficemz tieba jiz Schurova ne-
rovnost (S, = 3(b+ ¢ — a)) toto nespliuje. Ukazme si nyni dvé dalsi podminky, které
nam platnost nerovnosti chc S.(b—¢)? > 0 zaruél. V obou z nich piedpokldddme, Ze
dokazovana nerovnost je tohoto tvaru a je (alesponl) cyklicka.

41VS znamena Vornicu-Schur, coz je podobné jako SOS jeden z hezkych tvarti, do ného# lze nerovnosti
upravit. Ve VS tpravé ho naleznete na levé strané. Dalsi vlastnosti tvaru VS jsou nad rdmec tohoto textu.
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Tvrzeni. (Podminka A — | Prostfedni pfevazi“) Vezméme bez ijmy na obecnosti uspo-
Fadéni, v némz b je prostedni prvek (pfesnéji max(a,c) > b > min(a, c)). Pak dokazovana
nerovnost plati, jsou-li splnény podminky
(i) Sy >0,
(if) S+ Sy >0,
(ii) S.+ Sy > 0.

Cvigeni. Pomoci rozkladu (a — ¢)2 = ((a — b) + (b — ¢))? dokaitte piedchozi tvrzeni.

Cvi€eni. Necht vyrazy S,, Sp, S (a,b,c > 0) jsou jen cyklické zdmeény téhoz vyrazu.
Pomoci predchoziho tvrzeni dokazte prislusné nerovnosti:
(i) Sq=0b"+¢" —a", kde r > 0 (,,dvojndsobny“ Schur),
(ii) Sq = ab+ ac — be,
(iii) Sq = (b* +A)(b+c—a),
_bt+c—a a
) - 2abe (a+b)(b+c)(c+a)

Nésledujici podminka se hodi pouze pro symetrické nerovnosti (pfesnéji Fe¢eno ukaze
platnost nerovnosti pouze pii jednom usporadéni).

Tvrzeni. (Podminka B — Dva proti jednomu“) Dokazovand (symetrickd) nerovnost
plati, pokud miizeme piedpokladat, ze a,b,c > 0, a pokud jsou alespon pfi jednom z uspo-
fadani a > b > ¢, ¢ > b > a splnény nasledujici podminky:
(i) S, >0,
(ii) S. >0,
(iii) a®Sp + b%S, > 0.

Lemma. Pri obou usporadanich a > b > cic > b > a plati nerovnost

a—cC

b—rc

>

(Sl s

Cviceni. Dokazte pfedchozi lemma (pozor na nasobeni zdpornymi ¢isly) a pouZijte ho
v dikazu podminky B. Piedtim ale vytknéte (pfi uspofddani a > b > ¢) ze souctu
Sp(c —a)? + Su(b—c)? €en (b — c)?. Pro druhé uspotfadani postupujte obdobné.
Cviceni. Pfedpokladejte, ze vyrazy S, Sy, Se, (a,b,¢ > 0) jsou opét cyklické zamény
téhoz vyrazu, a dokazte pomoci podminky B prislusné symetrické nerovnosti.
(i) Sg=b"+c" —a", kde r > 0,
(i) S, =a*(c+b—a),
a
(ifl) S, =1—

)

b+c

kde a, b, ¢ jsou strany trojuhelniku.

(iv) S, = =

be a2’
Ndvod. Pro cviceni (iv) pfedpoklidejte usporadani ¢ > b > a.
Poznamka. Upozorliujeme, Ze ani jedna z podminek nemd tvar ekvivalence. Mohou se

tedy vyskytnout (a opravdu se vyskytuji) takové platné nerovnosti, které stale nebudeme
umét z jejich SOS tvaru dokazat.*? Ruéime vam ovsem za to, Ze takové nerovnosti jsou

42Gjce existuji i dalsi podminky pro platnost nerovnosti v SOS tvaru, ale ty uz piesahuji ramec tohoto
seridlu. A navic ani ty nejsou vSemocné.
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mimotradné obtizné. Vzdyt musi byt o dost jemné&jsi nez Schur i Muirhead, aby nasim
sitem prosly! Bézné odhady pak uz témér vibec nemaji Sanci ...

Bijte je!
Vybaveni jednou z nejsilnéjsich technik k dokazovani nerovnosti viibec si nyni muzete

zkusit dokdzat ty nejdospélejsi nerovnosti, které soucasny matematicky svét zna (vétsina
mé vietnamsky ptivod, coz hovoii samo za sebe). Drzte si klobouky!

Cvicéeni. Pro kladn4 ¢isla a, b, ¢ dokaZzte nerovnost

Z a n abc >§
b+c 2(a® 4+ +c3) — 3

cyc

Ndvod. V SOS tvaru dokazte ptimo S, Sy, Sc > 0.

Cviceni. Pro kladné déisla a, b, ¢ dokazte nerovnost
(a+b)(b+c)(c+a)a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db) < 8a*b*c?.

Ndvod. Napovime, 7e (a +b—c)(b+c—a)(c+ a —b) < abc je jen jiny tvar Schurovy
nerovnosti. Upravujte tak, aby se obé ,zapasici“ nerovnosti objevily v zakladnich tvarech.
Pro SOS pouzijte podminku A.

Cviceni. Jsou déana kladné ¢&isla a, b, c. Naleznéte nejvétsi realné ¢islo k takové, aby

platila nerovnost

1 1 1 ab 4+ be + ca
b -+ -+ - ke ———— >9+ L.
(a+ +c)(a+b+c>+ s e

Ndvod. Upravte do SOS. Volbou b = ¢ odhadnéte maximéalni k. K dikazu pak pouzijte
podminku A.

Cvicéeni. Dokazte nerovnost

e
(x+y)? — 4

cyc
v niz z, ¥, z jsou kladna ¢isla splnujici zy + yz + zz = 1. (Iran 1996)

Ndvod. Homogenizujte, substituujte a = x + y atd. a v SOS tvaru pouzijte podminku
B. Pii prevadéni do SOS se nezapomerite elegantné zbavovat smiSenych ¢lend.

Cviceni. (Té¢z8i) Dokazte nésledujici nerovnost
be 3
S <
b2 +c2+3a> 7 5
cyc

pro kladné ¢isla a, b, c. (Vietnam)
Navod. Neleknéte se komplikovanégjsiho SOS tvaru a pouzijte podminku A.
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Hélderova nerovnost*
Nyni se nauéime pouzivat jedno zobecnéni CS, kterému se ¥iké Holderova nerovnost.**
Rovnou fekneme, ze odhady, které tato nerovnost dava, patii zpravidla mezi ty nejsilnéjsi.
Jelikoz jsme jiz odhalili, Ze se jedna o zobecnéni CS, asi tusite, ze pijde dobie pouzivat
na zlomky a odmocniny. O co tedy jde?

Tvrzeni. (Holderova nerovnost) Bud n € N a méjme nezdpornd C¢isla a,
g, -.., Ap, b1, ..., by acy, ..., c,. Plati nasledujici nerovnost

(af + - +ap)(B + - FR)(e] + -+ ) > (arbier + -+ anbnca)?,
pricemz rovnost nastava, pravé kdyz existuji realna cisla A, k takova, ze a; = A\b; = K¢;
pro kazdé i € {1,2...n}.

Ano, to je presné ta nerovnost, kterou jste méli dokdzat v prvni seridlové sérii! Jeji
dikaz, véetné vysetfeni rovnosti, tedy najdete mezi vzorovymi feSenimi. Pouzivani této
nerovnosti je velmi obdobné pouzivani CS. Zvykneme si snadno!

Cviceni. Pro kladné ¢isla dokazte nasledujici nerovnosti:

() (a +03+ )1 +1+1)(1+141)> (a+b+c)3,
a®+1)(b3 +1)(c3 +1) > (abe + 1)3

i) (a® ;
(iii) (a®+14+1)A 4+ +1)1+1+e) > (a+b+c)?,
(iv) (a®+1)? (b3+1) > (a?b+1)3,
(v) (a®+1+1)%2(2+b3) > (2a +b)3,
(vi) (a®+1+1)? (2+b3)_(a +b+1)3,
(vii) (a® + ab+ b?)(b% + be + c)(c? + ac + a?) > (ab + be + ca)?.

Nyni si ukdzeme, jak se Holderova nerovnost pouziva pii praci s odmocninami.
Priiklad. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ ukazte

Z \/a2 + 8bc

cyc

(IMO 2001)

430tto Holder (1859-1937)

44Ve skuteénosti se timto nazvem bézné oznacuje jind nerovnost, zndma z matematické analyzy. My
budeme pouzivat specidlni tvar tzv. zobecnéné Holderovy nerovnosti. Mezi matematiky, ktefi se vénuji
nerovnostem, se i tomuto tvaru nefekne jinak nez Hoélder, proto se budeme drzet tohoto nazvu.
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Reseni. Podle Holderovy nerovnosti plati

(Z \/a;—j—w> (Z a(a® + 8bc)> > (a+b+c)

cyc cyc
Diky tomu méme (dostateéné tésny) odhad na levou stranu a zbytek uz je velmi snadny.
Priklad. Kladna ¢isla a, b, ¢ spltiuji ab + be + ca = 1. DokaZte nerovnost
1 1
S /- +6b< —.
a abc
cyc
(IMO shortlist 2004)

Resend. Holderovu nerovnost pouzijeme nasledovné:
1\ 3
Zl > 6ab+1) ) (1+1+1)> (> L e
it a -
cyc a cyc a cyc a

V prvnich dvou zévorkich mizeme pouzit zadanou podminku. Zbyde dokazat (ﬁ)s

ﬁ -9 -3, coz uz je snadné (opét vyuzijte podminku).

Zakladni myslenka prace s odmocninami je, doufame, jiz jasna. Dalsi zajimava pouziti
této nerovnosti najdete ve cvicenich.

Cviceni. Pro kladné disla a, b, c dokazte
(a® —a®>+3)D° —0* +3)(c® = +3) > (a+b+c)
(USAMO 2002)
Ndvod. Nejprve ukazte a® —a? +3 > a® + 2.
Cviceni. Budte ay,as,...,a, kladni ¢&isla. DokaZte nerovnost

(ai +1) - (ay +1) > (afaz + 1) (aha1 +1).
(Cesko-slovensko-polské stietnuti 2001)
Ndvod. Vynasobte n Holderovych nerovnosti.

Cvicéeni. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte

a3
—_— > 1.
Z a3+(b+c)3—

cyc

Ndvod. Pouzijte Holdera podobné jako v prvnim piikladu. Na jeho pravé strané si vy-
robte (a? + b* + ¢?)3. Po roznéasobeni zbyde dokézat nerovnost 3 - [4,2,0] + [2,2,2] >
[3,3,0] +3-[3,2,1].

Cviceni. Pro nezaporna &isla x,y, z plati 22 + y? + 22 = 3. Dokazte

Zaz?/y Tz <3V

cyc
Ndvod. Postupujte jako ve druhém navodném prikladu.
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Zbran hromadného niceni

Metoda, kterou si za chvili popiSeme, se v angli¢tiné nazyva Abstract Concreteness Me-
thod*® a lze ji pouzit jen pro symetrické nerovnosti. My ji budeme soukromé fikat kanon
na symetrické nerovnosti, protoze (jak dale uvidite) je opravdu silna. Radéji hned varu-
jeme, ze na nékteré ulohy je ,az prilis silna“. Jinak feceno, lloha mize mit néjaké snadné
feSeni, a pokud ji vyresite touto metodou, pouzivate ve skutecnosti mnohem silnéjsi tvr-
zeni. Navic se jedna o pomérné novou metodu?®, takze vam zcela nezarucujeme, ze vam
projde napriklad na ceskych olympiadach jako ,zndmé* tvrzeni.

Budeme uvazovat symetrické nerovnosti P(a, b, ¢) > 0 tfech proménnych a, b, ¢ (tento-
krat mohou byt i zdporné) bez podminky a takové, ze P je polynom. Nejdfive si formou
cviceni rozmyslime, ze takové nerovnosti 1ze vzdy prepsat pomoci novych proménnych

u=a+b+c, v=ab+bc+ca, w=abc,

coZ je tzv. symetrickd substituce pro t¥i proménné. S touto substituci (pro dvé proménné)
jsme se setkali jiz v minulém dilu a myslenka tohoto tvrzeni a vlastné i celého kanonu je
opravdu podobna.

Pro tcely nasledujicich cviceni si zavedeme vhodné oznaceni. Budeme psat

S(m) =a™ 4+ b" + ",
R(m,n) =a™b"™ +b"c" + c™a™ + a"b™ + "™ + c"a™,

T(m,n,p) = a™b"c? + aPb™c" 4+ a"bPc™ + a™ b P + aPb" ™ + P,

kde m,n,pe No, m>n>p>0.
Cviceni. Polynom P lze vyjadiit jako soucet néjakych nasobki polynomi ,typu“ S, R,
T.
Cviceni. Ukazte, Ze ndm sta¢i umét pomoci u, v, w zapsat polynomy ,typu“ S.
Ndvod. Pouzijte

(i) T(m,n,p) = (abc)? R(m — p,n — p),

(ii) R(m,n) = S(m)S(n) — S(m + n).

Cviceni. Polynom S(m) lze pro kazdé m € N zapsat pomoci u, v, w.

odpovida nazev UVW method.
46Na internetovém féru Mathlinks (http://www.mathlinks.ro) jsou prvni zminky o této metodé z roku
2005.
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Ndvod. Postupujte indukci*” a pouzijte
(i) S(m) = (a+b+c)S(m —1) — R(m —1,1),
(ii) R(m—1,1) = (ab+bc+ca) S(m—2) —T(m —2,1,1) = (ab+ bc+ ca) S(m — 2) —
abe S(m — 3).

Misto polynomu P(a,b,c¢) dostdvame polynom Q(u,v,w), ktery uz sice nemusi byt
viibec symetricky, zato se ndm podafilo pomérné vyrazné snizit jeho stupen (stupein po-
lynomu zna¢ime deg) v nasledujicim smyslu: budeme-li se na polynom @Q(u,v,w) chvili
divat jako na polynom pouze jedné proménné w a budeme-li znacit deg,, ) stupen @
vzhledem k w, pak jisté deg,, Q < % deg P. To proto, ze w = abc je v puvodnich promeén-
nych stupné 3.

Vezméme ted u, v pevné a divejme se na vyraz Q(u, v, w) jako na funkeci jedné proménné
w, tj. Q(w). PFedstavme si na chvili, Ze polynom Q(w) je linedrni (to nastane pro vSechny
polynomy P a7 do péatého stupné!). V druhém dilu seridlu jsme ukazovali, Ze potom
Q(w) nabyva svych extrému jen v krajnich bodech svého defini¢nitho oboru. My sice
defini¢ni obor?® nezndme, ukdzeme vsak, ze v kazdém jeho krajnim bodé (a to pro naprosto
libovolny polynom Q(w) — nemusi byt jen linedrni) se alespoii dvé ze t¥i proménnych
a, b, c rovnaji. To znamena, ze pro polynomy P do patého stupné nam potom bude stacit
ptvodni nerovnost dokazat bez jmy na obecnosti v pripadé b = ¢. Zda nam to pomuze
i pro polynomy vyssich stupnti, rozebereme pozdéji.

Krajni body defini¢niho oboru

Piedpokladejme, Ze jsme presli od symetrického polynomu P(a, b, ¢) k polynomu Q(u, v, w)
pomoci substituce u = a4+ b+ ¢, v = ab + bc + ca, w = abc. Definiénim oborem budeme
rozumét mnozinu vSech trojic (k,l,m), pro néz existuji redlna a, b, c takova, ze

a+b+c=k, ab+bc+ca=1, abc=m.

Budeme se nyni zabyvat ,uréenim® definiéniho oboru. Uvozovky piSeme proto, zZe jej
vlastné ani neurcime, ale jen zjistime, ze v kazdém jeho krajnim bodé se musi alespon
dvé ze tfi proménnych a, b, c rovnat.

Predstavme si, Ze soupef ndm zadal dvé redlna cisla k,[. Nasim cilem je zjistit, pro
jaka redlnd m existuji redlnd cisla a,b,c takova, ze a + b+ c = k, ab+ bc + ca = I,
abc = m. K tomu pouzijeme trik s polynomem a Vietovymi vzorci. Podle nich totiz
koteny «, 3, polynomu R,,(z) = 2% — kz? + lx — m splituji pravé vztahy o + 8+~ = k,
af + By + ya =1, afy = m, a pokud jsou tato Cisla realna, jsou to hledana a,b,c. Tim
jsme ulohu preformulovali tak, ze hledana realna cisla a, b, ¢ existuji, pravé kdyz polynom
R, (x) mé t¥i redlné kofeny (ne nutné rizné). Piedpokladejme, Ze pro dand k, existuje
aspoii jedno m € R takové, ze R,,(x) ma tii realné koteny. Cislem m zaéneme pohybovat
a zajim4 nas, zda ma polynom R,,(z) stéle tfi redlné kofeny. Pomoci m ménime ,vysku*
grafu funkce R(z) jako na obrazku.

47Skuteéné se jedna o analogii dikazu pro dvé proménné, ackoliv jsme jej v sekci Nerovnosti dvou
promeénnych v minulém dilu formulovali sporem.

480 defini¢nim oboru mluvime proto, ze zdaleka ne pro vSechna &sla u,v,w existuji redlna a,b,c
takova, aby a + b+ ¢ = u, ab+ bc + ca = v, abc = w. Naptiklad pro v = 1, v = 1 a w = 0 pfislusna a, b, c
jisté najit nelze.
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V pribéhu pohybu (na obrazku —m zvétsujeme) se k sobé za¢nou né&jaké dva kofeny
(na obrazku b, ¢) pfiblizovat, aZ nakonec pro m = Mmpax splynou ve dvojnasobny kofen.
Pokud —m jesté zvétsime, bude mit rovnice R,,(x) = 0 uz jen jeden redlny koren. Tedy
pravé trojice (k,l, mmax) je krajnim bodem defini¢niho oboru a v tomto okamziku jsou
dva kofeny stejné*®.

Zobecnéni a aplikace

Zformulujeme a dokézeme nékolik tvrzeni. Ve vsech se predpoklada, ze je dan symetricky
polynom P(a, b, c), z néhoZ substituci ziskdme polynom Q(u,v,w).

Tvrzeni. Je-li Q monotonni vzhledem k w, pak P nabyva extrému pro (a — b)(b — c)
(c—a)=0.

Diikaz. Monoténni funkee (napiiklad linedrn{) nabyva svych extrémii v krajnich bodech
svého definiéniho oboru. Vime vSak, Ze ve vSech krajnich bodech defini¢niho oboru po-
lynomu @ se alespon dvé z proménnych a, b, c rovnaji, coz lze ekvivalentné napsat jako

(a—=b)(b—c)(c—a)=0.

Dusledkem tohoto tvrzeni je fakt, Ze kazdy polynom P stupné nejvySe pét nabyva
svych extrémi pro (a —b)(b —¢)(¢c —a) = 0.
Tvrzeni.

(i) Je-li Q konvexni vzhledem k w, pak P nabyvd svého maxima pro (a — b)(b — c)

(c—a)=0.
(ii) Je-li Q konkdvni vzhledem k w, pak P nabyvd svého minima pro (a — b)(b — ¢)
(c—a)=0.

Dikaz.

(i) Konvexni funkce (napfiklad kvadratickd s kladnym vedoucim koeficientem) miize
nabyvat svého maxima jen v krajnich bodech svého defini¢niho oboru, proto nutné
(a—=b)(b—=c)(c—a)=0.

(ii) Podobné konkévni funkce (naptiklad kvadratickd se zdpornym vedoucim koefici-
entem) muZe nabyvat minima jen v krajnich bodech a z&vér je stejny.

49Uvedeny dikaz je sice ,diikaz obrazkem®, ale rozhodli jsme se jej upiednostnit pied dikazem exakt-
nim, ktery vyuziva vysokoskolsky aparat a pfitom nema zadnou podstatnéjsi myslenku.
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7 tohoto tvrzeni vyplyva, ze kazdy polynom P stupné nejvyse osm nabyva svého mi-
nima nebo maxima (zélezi na znaménku pied w) v p¥ipadé (a — b)(b — ¢)(c —a) = 0.

Tvrzeni. Je-li P symetricky polynom v proménnych a,b,c > 0 a je-li jemu prislusny
polynom @) monotonni vzhledem k w, pak P nabyvé extrému pro (a —b)(b—c)(c—a) =0
nebo abc = 0.

Analogicky plati i pfedchozi dvé tvrzeni.

Diikaz. Podminka a,b, ¢ > 0 znamend, ze vSechny tii kofeny polynomu R, (viz pfedchozi
sekce) musi byt nezdporné. Pii hybani ¢islem m se tedy mtize stét, Ze jeden z kofent bude
roven nule dfive, nez zbyvajici dva kofeny splynou ve dvojnasobny koren, takze potom
w = abc = 0.

Poznamka. Casto byva podminka a,b,c > 0 nahrazena podminkou a, b, ¢ > 0. V takové
situaci je rovnéz bezpodmineéné nutné rozebrat pfipad abc = 0 (intuitivné proto, Ze se
k nule mizeme libovolné pfiblizit). V momenté, kdy nerovnost dokédzeme pro a,b,c > 0,
dokézali jsme o néco vice, nez se po nas chtélo, takze pivodni nerovnost pro a,b,c > 0
jisté plati.®0

Poznamka. VsSechna tvrzeni jsme sice formulovali pro polynomy, ale ve skutecnosti je
lze jesté o néco vice zobecnit. Kanon lze pouzit i v pfipadech, kdy vyrazy (napiiklad
zlomky, odmocniny) lze prosté jen pfepsat pomoci symetrické substituce a nova funkce je
vzhledem k w monoténni, resp. konvexni nebo konkavni.

Pro uplnost jesté dodejme, Ze ani konvexita nebo konkavita neni v dikazech vlastné
nijak klicovd (pouzili jsme je jen pro ndzornost a proto, Ze to je nejcastéjsi piipad).
Obecné by nam stacila jakakoliv funkce, u niz mame jistotu, zZe nabyva svého maxima
nebo minima v krajnich bodech svého defini¢niho oboru.

Piiklad. Pro kladné a,b, ¢ dokazte

1 1 1
(ab—l—bc—i—ca)( + + )2

9
@t02  (bto2 (cta2) 4

(Iran 1996)

Reseni. Nerovnost je ziejmé symetricka. Po roznasobeni je ekvivalentni nerovnosti

4(ab + bc + ca) (Z(a +b)2(b+ c)2> —9(a+b)2(b+c)*(c+a)*>0.

cyc

Samoziejmé bychom nyni mohli najit pfepis do proménnych wu, v, w, ale to je pomérné
dost pocitani. Bude stacit, kdyz si vSimneme, ze velkd zavorka je jen ¢tvrtého stupné,
takze bude nejvyse linedrni vzhledem k w. Souéin (a + b)(b+ ¢)(c + a) je rovnéZ nejvyse
linearni vzhledem k w. Jeho druhd mocnina je tedy vzhledem k w nejvyse kvadraticka a
pokud je kvadraticka, tak jisté s kladnym koeficientem pred w?. Proto je na levé strané

50Na prvni pohled ale neni zcela jasné, zda si neuskodime, protoze nevime, zda nerovnost P(a,b,c) >0
platna pro a,b,c > 0 musi nutné platit i pro a,b,c > 0. Prozradime, Ze nerovnost opravdu musi platit i
pro a,b,c > 0, ale bohuzel korektni zdivodnéni umime provést jen pomoci pojmu limita, takze jej zde
nebudeme uvadét.
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nerovnosti funkce bud linedrni vzhledem k w, nebo kvadratickd vzhledem k w se zdpor-
nym koeficientem pied w?. Takova funkce v obou pfipadech nabyva svého minima jen
v krajnich bodech a muZeme tedy pouzit kanon. Staci dokdzat dva pfipady:

(i) (a —b)(b—c)(c —a) = 0. Bano®! b = ¢, takze potfebujeme dokizat
4(2ab+b) (2(a + b)*(2b)* + (a + b)*) — 9(a + b)*(2b)*> > 0,

coz mtizeme ihned vydélit 4(a + b)2. Navic je nerovnost stale homogenni, takZe mtzeme
bano polozit b = 1. Zbyva dokazat nerovnost jedné proménné tvaru

(2a+1) (84 (a+1)?) —9(a+1)* > 0.

Ta je vSak velmi jednoduch4, protoze je (po chvilce tiprav) ekvivalentni s a® + a > 2a?,
kterd je ziejma (AG).

(ii) abc = 0. Buno ¢ = 0, takZe pot¥ebujeme dokazat
4ab ((a + b)*(a® 4+ b%) 4+ a®b*) — 9(a + b)*a®b* > 0.

Podobnym postupem jako v pfedchozim p¥ipadé (btino b = 1) zjistime, Ze stali dokazat
jednoduchou ekvivalentni nerovnost 4a* +4 > a® + 6a% + a (opst AG).

Poznamka. Ne vzdy je mozné podobné rychle jako v pfedchozim pfikladu nahlédnout,
zda po symetrické substituci vyjde kvadraticky polynom vzhledem k w s kladnym nebo
zépornym koeficientem pied w?. Potom je bohuzel potieba celou substituci provést. Radi
bychom upozornili, Ze nap¥iklad a2b?c? — chc a?b® = —2w? + 3uvw — v3, takZe koefi-
cient pfed w? nevychazi obecné stejny jako koeficient pfed a?b?c?! V piipadé nouze lze
k pfevodtim vyuzit vztahy, které uvadime v dodatku Tahdk k symetricke substituci.

Priklad. Pro kladné a, b, ¢ spliujici ab + bc 4+ ca = 1 dokazte

T
2a + 2bc + 1

cyc

Reseni. Predstavme si, Ze nerovnost roznasobime. Potom na levé strané bude polynom
stupné 4 a na pravé polynom stupné 6. Musime si ale rozmyslet, jak nalozime s podminkou
ze zadani, protoze kvili ni nelze kanon pfimocare pouzit. Lze ale velmi snadno provést
homogenizaci pomoci vyrazu vab+ bc+ ca = /v = 1. Po homogenizaci sice mizeme
dostat funkci, kterd neni polynomem, na druhou stranu se ale nezméni stupeii vzhledem
k w. Po substituci a homogenizaci mé nerovnost tvar 0 > 8w? + A(u,v)w + B(u,v), kde
A, B jsou néjaké funkce proménnych wu,v. Na pravé strané je ziejmé konvexni funkce.
Hledame jeji maximum, kterého nabyva jediné v krajnich bodech defini¢niho oboru. Diky
kanonu tak sta¢i novou nerovnost dokazat v piipadech abc =0 a (a —b)(b—c)(c—a) = 0.
Protoze je homogenizace bezztratovy proces, staci i ptivodni nerovnost dokazat v téchto
dvou ptipadech.
V prvnim pfipadé bino a = 0 a zbyva dokazat nerovnost

1 1 1
>1
2bc+1+2b+1+20+1_

51Bez jmy na obecnosti.
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za podminky bc = 1, coz ponechavame jako cviceni. Ve druhém pfipadé btino b = ¢ a

zbyva dokazat
1 2

>1
2a+2b2+1+2b—|—2ab+1 =

za podminky 2ab+ b? = 1, coZ rovnéz ponechame jako cvi¢eni. (Z podminky vyjadiete a,
dosadte, roznésobte a vyuzijte, ze b € (0,1). Nezapomerite si hlidat znaménka.)
Poznamka. Jak moc nam vlastné vadi nerovnosti s podminkou pfi pouZiti kanonu? Lze

obecné Fici, ze ndm nikdy nemuze branit takova podminka, ktera lze zapsat pomoci u, v.
Pokud vsak obsahuje i w, musime si dat pozor, jakd funkce vznikne po homogenizaci.

Poznamka. Zajisté jste si v8imli, ze v predchozich nerovnostech nastavéa rovnost v ne
zcela symetrickych pripadech. Sila metody ABC je v tom, Ze i takovéto nepfijemné ne-
rovnosti (standardni prostiedky maji pramalou Sanci) dokéze bezztratové (!) pfevést na
(byt obéas pracné) obycejné pocitani s polynomy.

Poznamka. Upozoriiujeme, Ze existuji i takové symetrické nerovnosti, v nichz nastava
rovnost i pro tfi naprosto raznd é&sla. Pifkladem takové nerovnosti miize byt ([3,0,0] —
2[1,1,1])? > 0, v niZ nastane rovnost napiiklad pro z = 1, y = 2, z = 3. Nelze tedy nikdy
Fici, ze diky symetrii nerovnosti nastane rovnost v symetrickém pripadé.

Cvideni. Pro z,y,z > 0 dokazte®?
2?2+ 22 4 22y + 1> 2(xy 4 yz + 2x).

Cviéeni. Pro libovoln4 (tedy ne nutné kladn4!) realna éisla x, y, 2 splitujici 22 +y2+22 =
9 dokazte

2z +y+ 2z) —xyz < 10.
(Vietnam)

Ndvod. Zustane vam polynom, ktery bude vypadat trochu hrtizostrasné, ale vézte, ze
dvojka je jeho dvojnasobnym kofenem.

52T je presné dloha na premysleni z minulého dilu.
96



NEROVNOSTI, DfL III

Cyklické nerovnosti

S cyklickymi nerovnostmi se setkdvame mnohem castéji nez se symetrickymi, a to prosté
proto, ze byvaji té€zsi. Jak jsme uz vidéli, na symetrické nerovnosti mame opravdu velmi
silné zbrané, zatimco u téch pouze cyklickych se nas arzendl znacné ztencuje. Ptesto ale
nejsme bezmocni, i ukazme si nékteré z nasich moznosti.

Bezztratova symetrizace

Ano, prosté se pokusime cyklickou nerovnost prevést na symetrickou, u které jsou nase
Sance mnohonésobné vétsi. Postup je sice bezztratovy, ale jak uz to tak byva, za bezztra-
tovost tézce zaplatime.

Tvrzeni. Necht V(a,b,c) je libovolny cyklicky vyraz v proménnych a,b,c. Potom pro
vSechna a, b, ¢ plati V(a,b,c) > 0, pravé kdyz jsou splnény zaroveri dvé nerovnosti®®

Va,b,c)-V(a,c,b) >0, V(a,b,c) +V(a,c,b) > 0.

Diikaz. Pokud pro viechna® a, b, ¢ plati V(a,b, c) > 0, pak zfejmé i V(a,c,b) > 0, takze
i jejich soucdin a soucet je nezdporny.

Opac¢nou implikaci si uvédomime tak, ze uvazime dvé redlna Cisla x,y, jejichz soucet
i soulin je nezaporny, tj. x +y > 0, xy > 0. Pak musi byt jisté obé nezaporna, tj. x > 0,
y > 0. Misto x,y si vSak lze pfedstavit V(a,b,c) a V(a,c,b).

Tato metoda sice vypada naddherné, ale bohuzel pfinasi jen docasny pocit vitézstvi.
Jednak je potfeba dokazat dvé nerovnosti a hlavné je jedna z nich dvojnasobného stupné.
Kazdopadné neni od véci metodu vyzkouset (zv1asté pokud uz neni jiny népad).

Ztratova symetrizace

Stale bude myslenkou prejit k symetrické nerovnosti, ale tentokrat pomoci néjakého od-
hadu, tedy ztrétové. To lze nékdy docela jednoduse (vzpomerite si, kolik nerovnosti ma
tfeba cyklickou levou stranu, ale pravou jiz symetrickou), zatimco jindy je to kol velmi
obtizny.

Pro mnoho ukazek symetrizace staci nalistovat o nékolik stranek zpét. Ukazeme si
alespon jeden novy trik — symetrizaci rozsifenim o jmenovatel sousedniho zlomku.

53Rozmyslete si, Ze obé& nerovnosti jsou skuteéné symetrické.
54Tyrzeni plati zcela analogicky pro a,b,c > 0.
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Piiklad. Pro kladni a,b, c dokazte®®

Za—F

cyc

Reseni. Uk&zeme si feSeni, které na internetovém féru Mathlinks dostalo nazev the Myth
solution. Budeme chtit pouzit CS na odmocniny. Nyni pfijde na fadu zmiriované trikové
rozsifeni o jmenovatel sousedniho zlomku. Cleny na levé strané pfepiSseme jako

\/: \/ ' a—|—b;(a—|—c)>

Ze dvou moznosti rozsiteni o b+ ¢, nebo a + ¢, byla pravé moznost a + ¢ vybrana velmi
peclivé.?6 Po pouziti CS na odmocniny tedy zbyde dokazat

a 3v2 9
2(a+b+c)z(a+b)(a+0) =7 \/;

cyc

coz uz je jen symetricka nerovnost! Navic ji mizeme rovnou roznéasobit a po chvilce tprav
dostaneme ekvivalentni nerovnost 6abc < 3° . .(a*b + a’c), kterd je velmi snadna.

Poznamka. Rozmyslete si, Ze téhoz vysledku lze dosdhnout pouzitim Jensenovy nerov-
nosti pro konkévni funkci 1/z, a to opét pomoci vhodného rozsifeni zlomkii a vybirdni
vahovych koeficienttt. Dosud je ovSem zahaleno tajemstvim, co by v takovych pfipadech
dokézala Holderova nerovnost (je to pfece zobecnénd CS!). My, autofi seridlu, véfime, ze
potencial Holderovy nerovnosti v tomto sméru neni zdaleka vycerpany!

Cvicéeni. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

E Lgl
4a+4b+ ¢
cyc

Cviéeni. (Naroéné®”) Pro kladna a, b, ¢ dokaite

e
4a2 4+ b2 +4c2 —

Navod. Pii dikazu symetrické nerovnosti zatnéte zuby a pievedte do tvaru SOS.

Kdyz vsechno zklame ...

Ani my nevime, jak se ma nerovnost dokazat, kdyz zadny z fady pokusii nevyjde. Snad
jen snazit se vymyslet novy trik. :-)

55T je jen nepatrné upravend tloha na premyslent z minulého dilu.

56Tak, abychom po pouziti CS na odmocniny ziskali symetricky vyraz.

57 Jedna se o slabsi verzi nerovnosti znamé ze zahajeni celostatniho kola MO v roce 2009.
98



NEROVNOSTI, DfL III

Prikladem nerovnosti, u které vétsina postupt selze, je nasledujici nerovnost pochéaze-
jici od jednoho z nejvétsich soucasnych expertii na nerovnosti Vasileho Cirtoajeho.%®

Piiklad. Pro kladné a,b, ¢ dokazte
(a® + 0% + ¢*)? > 3(a®b + b3c + a).
Reseni. Vezméme zndmou nerovnost
(x+y+2)? > 3wy +yz + zx)

platnou pro libovolna realna ¢isla x, y, z. Nasi snahou bude na ni napasovat dokazovanou
nerovnost. To je kol nesnadny, nicméné neni tézké ovérit, ze zvolime-li

z=a’—ab+be, y=0b0>—bc+ca, z=c*—ca+ ab,

pak skutecné pozadovanou nerovnost dostaneme.

Poznamka. Abychom alespori trochu demonstrovali obtiznost pfedchozi ulohy, dodej-
me, Ze rovnost nenastava jen v ptipadé a = b = ¢, ale rovnéz pro a, b, ¢ takova, ze pomér
a:b:cjesin®(4n/7) : sin?(27/7) : sin®(7/7). To je jeden z divodi, pro¢ je tloha tak
tézka. Jesté ukazeme jiné dukazy, avSak neni ndm znama zadné rozumnd metoda, jak na
né prijit. Plati®®

1
(a® + 0% +cA)? = 3(a®b+ b3c + a) = 3 z:(a2 —b? —ab+ 2bc — ca)? | =

cyc

(a2 —ab—ac—b2+2bc)2 > 0.

( 2+b2—3ab+3ac—202)2+§

o=

58Rumunsky profesor, ktery se vénuje olympiddnim soutézim a piedevsim nerovnostem.
59Prvni identita je v podstaté prvni predvedeny dikaz, nebot je dusledkem rovnosti (z+y+ z)2 —
B(zy +yz+22) =1/2- (e —y)* + (v — 2)* + ( — 2)*).
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Ulohy na premysleni
nerovnosti!

Uloha. Kladna é&isla a, b, ¢ spliiuji min(a, b, c) > imax(a, b, ¢). Dokazte

1 9 1 a— b
(ab+ be + ca) <Z(a+b)2> Z4+162Ea+b§2'

cyc

Uloha. Jsou dana realna ¢isla a, b, ¢ splitujici a® +b%+c? = 1. Uréete maximalni moznou
hodnotu vyrazu

[(a=0)(b—c)(c—a)(a+b+ ).
(IMO 2006)
Uloha. Dokazte, Ze pro libovolné kladné éisla a, b, ¢ plati®®
ab be ca 1

< —.
4a2—|—l)2—|—402Jr4b2—|—02—i—4aQJr402—l—a2—&—4b2 -3

60 Ano, to je ta slavna nerovnost zminénéa hned na uvod v prvnim dilu a probirans na slavnostnim
zahéjeni celostatniho kola MO v roce 2009! (http://cgi.math.muni.cz/ rvmo/ABC/58/A58iiip.pdf)
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Uloha 7. Pro nezéporné a, b, ¢ splijici a + b+ ¢ = 1 dokazte

ab 4+ be + ca

W Z 8 (&2b2 + b262 + 62a2)
a C

a zjistéte, kdy nastava rovnost.

Uloha 8. Pro nezéporna ¢isla a, b, ¢ takova, Ze ab + be + ca # 0, dokazte

(a+0b)?
>
Z c2 +ab =6

cyc

a zjistéte, kdy nastava rovnost. (Peter Scholze, Darij Grinberg)

Uloha 9. Pro kladné a, b, ¢ spliiujici a + b + ¢ = 1 dokazte

ab 1
T <
Z\/ab—kbc* V2

cyc

a zjistéte, kdy nastava rovnost. (Cina 2006)
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Kazdé feseni je doplnéno o poznamku obsahujici drobna dovysvétleni, upozornujici na
kroky, které ¢inily problémy, apod. Poznamky vznikly na zakladé feseni zaslanych Tesiteli
MKS.

Uloha 7. Vzhledem k tomu, Ze nerovnost je symetrickd, pouzijeme substituci
u=a+b+c=1, v=ab+bc+ca, w=abc.
Symetrické vyrazy vystupujici v nerovnosti vyjadiime jako
a>+ 0+ =(a+b+c) —2(ab+be+ca) =u? —2v=1—2v,
a’b? + b2c* + *a® = (ab + be + ca)? — 2abc(a 4+ b+ ¢) = v — 2uw = v? — 2w.
Nerovnost lze poté prepsat v proménnych u, v, w jako

v
1—2v

> 8(v? — 2w).

Protoze podminka v = 1 nijak nesvazuje proménnou w, bude tato nerovnost i po
homogenizaci stéle jen linedrni v proménné w a miuzeme pouzit kanon (UVW metodu).
To je primocara cesta popsana v serialu.

Ve skutecnosti ale ani nepotfebujeme takto silny nastroj, staci nerovnost ekvivalentné
upravit

v —8(v? — 2w)(1 — 2v) = v — 8v? + 160> + 16w — 320w =
= v(1 — 4v)? + 16w(1 — 2v) > 0.

Posledn{ nerovnost je ziejmé, nebof v,w > 0 a 1 — 2v = a? + b* + ¢ > 0 (vzhledem
k podmince u = 1 nemohou byt vSechna a, b, ¢ nulovd).

Zbyva vysetfit, kdy nastava rovnost. Nutné je w = abc = 0, btino ¢ = 0 a zaroven je
budto v = 0, nebo 1 — 4v = 0. V piipadé v = 0 dostavame ab+b-0+0-a = ab = 0.
Z podminky u = 1 tak vidime, %e rovnost nastava pro trojici (1,0,0) a cyklické zameény.
V piipadé 1 — 4v = 0, tj. ab = 1/4, vyuZijeme znamou nerovnost

1= (a+0b)*>4ab=1,
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z niz vidime, Ze ab = 1/4, pravé kdyz a = b = 1/2. Rovnost tedy nastava i pro trojici
(1/2,1/2,0) a cyklické zamény.
Poznadmka. Nerovnost nebyla technicky ndro¢na, takze i pii pouziti kanonu (kdy se
musi diskutovat dvé varianty) vychazi odhady s velkou rezervou.

Pri vySetfovani rovnosti fesitelé nékdy odvodili nutné podminky pro rovnost, ale nebylo
zcela vidét, Ze ve vSech pripadech rovnost opravdu nastava. Vzdy se hodi dodat, Ze rovnost
tehdy a tehdy skutecné nastava.

Uloha 8. Nerovnost nejdfive ekvivalentné upravime do SOS tvaru. Protoze plati
Z (a+b)2_2 :Z(a2—02)+(b2—02):
c? + ab c® +ab
cyc cyc

1 1 a? — 2 +bc—ab
_ 2 2 _ _ 2 2 _
n Z(a <) <62—|—ab a? —|—bc> Z(a ¢ )(62—|—ab)(a2 + be)

cyc cyc

(a—c)(a+c—D)

- ;(a —c)(a+c) (2 +ab)(a® + bc)

_ _62(a+0)(a+0—b)(b2+ca)
_Z(a ) (c2+ab)(a2+bc)(b2+ca)’

cyc
staéi dokazat ekvivalentni nerovnost

Z(a —¢)*(a+c)(a+c—b)(b* + ca) > 0.

cyc

Divame-li se na vyraz na levé strané ve tvaru . (a — c)? Sy, méme

Sa = (c+b)(c+b—a)(a®+ be),
Sy = (a+c)(a+c—b)(b* + ca),
S.=(b+a)(b+a—c)(c?+ab).

Protoze je nerovnost symetrickd, mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat a

b > ¢ a muZeme pouzit podminku B ze seridlu. Staci tedy ukézat S, > 0, S, >

a?Sy + %S, > 0. Nerovnosti S, > 0, S. > 0 jsou vsak vzhledem k uspotfadéni a > b > ¢
ziejmé. Oznacime-li

>
0,

k= a*(a+ c)(b* + ca) = (a + c)(a®b® + a’c),
I =b*(c+b)(a* +be) = (b+ c)(a®b? 4 bc),

pak je diky zvolenému uspotfadani k > [ > 0 a potom
a®Sy +b*S, =k(a+c—b)+1(b+c—a)=(k—1)(a—>b)+ (k+1)c>0,

¢imZ je nerovnost (s vyuZitim znalosti ze seridlu) dokdzéna.
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Abychom vySet¥ili rovnost, podivejme se, jak se vlastné podminka B pouziva. Piedpo-
kladejme b # ¢ a zjistujme, kdy nastava rovnost v nasledujicich odhadech

(¢ = )28, + (a — ¢)*Sy + (b — a)2S. > (b — ¢)?Sa + (a — )28} =

=(b-0) (S +Eb ;Sb)( C)z(sa'i‘ Sb>>
f&+£&zo

V prvnim odhadu nastava rovnost pravé tehdy, kdyz (a — b)2S.. = 0. P¥itom je S. > 0,
protoze jinak by alespon dvé z proménnych a, b, c musely byt nulové, coz zadani vylucuje.
TakZe rovnost v prvnim odhadu nastdva pravé pro a = b. Pak je jiz vzdy {=¢ = § = 1,
takze zbyva zjistit, kdy a?S, + v2S, = (k +{)c = 0. Pifpad k + 1 = 0 lze vylou¢it,
protoze jinak by opét byly alespon dvé ze tfi proménnych a,b, c nulové. Tudiz rovnost
nastava jen v pfipadé a = b # 0, ¢ = 0 a samozfejmé pii cyklickych zdménach. Nakonec
predpokladdejme b = c. Pak vzhledem k nerovnostem S, > 0, S. > 0 nastava rovnost
pravé tehdy, kdyz a = b= c # 0.

Poznamka. Na tuto tlohu slo pouzit i kanon, ovSem zadnému feSiteli se jeho pouziti
nepodafilo korektné zdivodnit. Je potfeba si rozmyslet, Ze u polynomi stupné Sest (a
vice) se pti rozhodovéani o konvexnosti ¢ konkdvnosti vzhledem k w nestaci podivat na
koeficient pied ¢lenem a?b?c?, ale je pot¥eba opravdu celou symetrickou substituci provést.
Jako priklad uvedme polynom chc a?b?(a® + b?), ktery by se na prvni pohled mohl zdat
byt jen linedrni vzhledem k w (chybi ¢len a?b%c?), ale ve skutecnosti lze ovétit, Ze plati

z:aQbQ(a2 +0?) = (v* — 2uw)(u® — 2v) — 3w?.

cyc

Uloha 9. Budeme postupovat metodou ztratové symetrizace popsanou v seridlu. Levou
stranu upravime, rozsifime o jmenovatel sousedniho zlomku a odhadneme pomoci CS na

odmocniny:
a?b
Zm Z\/ ZW” @roa+d -
a?b
< 2@+b+@<§:w+ﬁﬂa+d>'

cyc

Dosadime ze zadané podminky a po tpravé ndm zbyde dokézat nerovnost

a?b 1
yoowh L
poo (a+b)(at+c) — 4
ktera, a¢ se nezd4, je symetricka.®! Bystfe zpozorujeme, Ze po roznisobeni nebude mit
mnoho ¢lenti, které navic budou nizkého stupné. Zbyde ukazat [3,1,0] > [2,2,0], ¢imZ je
dobojovéano (Muirheadova nerovnost).

617kuste si kazdy ze zlomki na levé strané rozsifit tak, abyste symetrizovali jmenovatel a sledujte, co
se stane v Citateli.
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Diky poslednimu odhadu a faktu, Ze pracujeme pouze s kladnymi ¢isly, muze rovnost
nastat pouze proa = b =c = % Pro tuto trojici rovnost skuteéné nastava a tim je cela
tloha dofesena.

Poznamka. S tlohou nebyly zadné vétsi problémy. VSem, kteti ji vyfesili, gratulujeme,

Vv,

na svété! Jsou Cinané opravdu chytiejsi nez Cesi?
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Dodatky

Reseni 9. ulohy na pfemysleni

Uloha. Dokazte, ze pro libovolna kladné &sla a, b, ¢ plati

ab n be n ca < 1
402 + b2 +4c2 42+ 2+ 402 A+ a2 +4b2 — 3

Reseni. (podle Vo Quoc Ba Can) DokéZeme postupné dvé nerovnosti, jejichz zkombi-
novanim a substituci za druhé mocniny ziskdme tu dokazovanou. Budou to

2
¢ —ab a 1
_—— >0 _— < -,

Z4a2+b2—|—402* ’ Z4a+4b—|—c*3

cyc cyc
Diikaz proni nerovnosti: 'V prvnim kroku kazdy ze zlomki sikovné upravime tak, aby
v Citatelich figurovaly jen dvé promeénné. Nabizi se odecist vzdy ¢tvrtinu jmenovatele,
¢imz ovSem vyrobime nehezké zlomky, a proto nejprve nerovnost vynasobime ¢tyfmi.

Upravime tedy
4(c* —ab)  (2a+0b)?
402 + b2 4+ 4¢2  4a? + b2 + 4¢?
a zbyva ukazat, Ze soucet tii takovych zlomku je nejvyse tfi. K odhadu prekvapivé po-
uzijeme CS zlomkobijce, a to pravé naopak, nez jak se obvykle pouziva. Nalezneme tii
zlomky takové, ze kdybychom na né vypustili zlomkobijce, odhadli bychom je pravé vy-
razem, s nimZ nyni pracujeme (ten totiZ pravou stranu zlomkobijce silné pfipomina).

Zlomkobijce napiseme takto:
a? N a? N b? (2a + b)?
c2+2a% 24202 2c2+02 T 4a? + b2 + 42

Poslednim piekvapenim je, ze ted uz to piimo vyjde:

242 b2 (2a + b)?
3= > _—
Z <c2+2a2 M 262+b2) - Z4a2+b2+402

cyc cyc
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Dikaz druhé nerovnosti:  Toto feSeni mé podobnou strukturu jako to predchozi — nejprve
nerovnost upravime a posléze pouzijeme inverzniho zlomkobijce. Upravu tentokrat volime
tak, abychom do ¢itatelt dostali smiSeny ¢len. Vynasobme tedy nerovnost Cislem 4(a +
b+ ¢) a kazdy ze zlomka upravme:

4a(a+b+c)ia7 3ac
da 4+ 4b+c  da+4b+c’

Zbyvéa nam dokazat

Z ac <a+b+c
4a+4b+c — 9

cyc

Podobné jako u prvni nerovnosti odhadujme pomoci CS zlomkobijce

ac _ ac < % 1 " 2
da+4b+c  (2b+c)+2(2a+b) = 9 \20+c 2a+b)’
K doteseni celé tlohy si staci rozmyslet, ze pos¢itanim tii takovych dvojic zlomkt skutecné
vyjde %HC. Uloha je vyFeSena.

Reseni. (podle Anh Dung Le, fesitele MKS) Bez tijmy na obecnosti zvolme a?+b%+c? = 3

a dokazujme nerovnost
S <
a?+c2+17
cyc

Nyni podobné jako v tfeti uloze na premyslend (IMO 2005) pouzijme CS na odhad jme-
novateld
(1+1+°)(a*+*+1) > (a+b+c)

Poté, co takto odhadneme jmenovatel kazdého zlomku, nam zbyva dokazat
2
cyc (a+b+c)2 -

Po roznésobeni piejde tato nerovnost do tvaru 3. . ab® < D eye a? neboli (po zpétné

o 3 212 : < ; ;
homogenizaci) 3} . ab®> < (3_ . a®)*. To je ale pfece ona nerovnost od Vasileho Cirto-
ajeho ze zavéru posledniho dilu serilu!
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Tahdk k symetrické substituci

V sekci vénované zbrani hromadného nicent jsme vidéli, ze casto potfebujeme zjistit, jak
se dany symetricky vyraz ve tfech proménnych zapise pomoci zdkladnich symetrickych
polynomti. To mize byt pro vyrazy vyssich stupni velmi pracné a tak prikladame nékolik
uzite¢nych identit. Nechf jsou z, y, z redlnd ¢isla a u = z +y + 2z, v = 2y + yz + 27,
w = zyz. Pak plati

1

(i

— 2v.
— 3uv + 3w.

:c +y +z =2
3
xt 4yt + 2t —u4—4u v+ 202 + duw.
5
6
7

——

iii

( .

(vi

—~

— 5udv + 5uv? —|—5uw Svw.
m —|—y + 26 = ub — 6utv + 6udw + Juv? — 12uvw + 3w? — 203,
2Ty 2T =0 — Tu v+14u3v2+7u w? — Tvdu — 21u?vw + Tv?w + Tuw?.

v
v

(vil) (2y)? + (y2)? + (22)? = v* — 2uw.
(viii) (zy)® + (y2)® + (z2)® = v® — 3uvw + 3w?.
(i (xy)4 + (y2)* + (22)* = v* — 402w + 2uw? + dwv.
(x) (zy)® + (y2)° + (22)° = v° — buvdw + bu?vw? + 5v?w? — Suw?.

)
)
)
)
)
)
)
)
x)
)
)
)
)
)
)
)
)

(xi xy(:c +y)+yz(y+2)+ z:c(z + x) =uv — 3w

(xii) zy(z? +9%) + yz(y? + 2%) + 22(2% + 2%) = —20% —uw

(xiil) zy(z® + %) + yz(y® + 23) + 22(23 + 2%) = uv—3uv — u?w + Sow.
(xiv) 22y (x +y) + y222(y + 2) + 222%(2 + 7) = w? — 2u?w — vw.

(xv) 223 (z +y) + y3z3(y +2) + 2323 (2 + ) = w? — 3uvw + buw? — wv?.
(xvi (z2y+y 2+ 222) (zy? + y2° + 22?) = Jw? + (u® — 6uv)w + v3.
(xvii) (z3y + 32 + 232) (29 + y22 + 223) = Tu?w? + (u® — 5uv + wv?)w + v*.

109



110



Literatura a zdroje

Pokud mate zajem o dalsi studium tohoto tématu, vérte, ze arzenal metod, které jsme zde
popsali, predstavuje ve skutecnosti jen Spicku ledovce. Predkladame vam proto seznam
literatury, z niz jsme Cerpali ¢i kterou jsme se jen inspirovali. Nékteré materialy 1ze sehnat
volné na internetu, jiné 1ze objednat pres néjaké internetové knihkupectvi.

Knizni zdroje

[1] Vasile Cirtoaje, Vo Quoc Ba Can, Tran Quoc Anh: Inequalities with Beautiful Solutions, GIL Pu-
blishing House, 2009.

[2] Titu Andreescu, Vasile Cirtoaje, Gabriel Dospinescu, Mircea Lascu: Old and New Inequalities, GIL
Publishing House, 2004.

[3] Vo Quoc Ba Can, Cosmin Pohoata: Old and New Inequalities 2, GIL Publishing House, 2008.

[4] Pham Kim Hung: Secrets in Inequalities, GIL Publishing House, 2007.

[5] Jifi Herman, Radan Kudera, Jaromir Simsa: Metody 7eseni matematickych ailoh I, Brno, 2011.

[6] Tran Phuong: Diamonds in Mathematical Inequalities, Hanoi Publishing House, 2007.

[7] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems From the Book, XYZ Press, 2008.

Internetové zdroje%?

[8] Osobni stranky Vo Quoc Ba Can: http://can-hang2007.blogspot.com/search/label/Problems.
[9] Matematické férum Mathlinks (Art of Problem Solving): http://www.artofproblemsolving.com/
Forum/index.php, http://www.mathlinks.ro.
[10] Hojoo Lee, Topics in Inequalities — Theorems and Techniques:
http://2000clicks.com/mathhelp/TopicsInInequalitiesByHojooLee-2005-10-30.pdf.
[11] Thomas J. Mildorf, Olympiad Inequalities: http://www.artofproblemsolving.com/Resources/
Papers/Mildorflnequalities.pdf.
[12] Pham Kim Hung, Squares Analysis Method: http://www.artofproblemsolving.com/Forum/
viewtopic.php 7f=55&t=80127&p=458535& hilit=squares+analysis+method#p458535
[13] Pham Kim Hung, The Entirely Mizing Variables Method: http://www.scribd.com/doc/54311839/
53172542-2006-5-Entirely-Mixing- Variable-Method-Pham-Kim-Hung
[14] Pham Van Thuan, Square It!: http://www.math.ust.hk/excalibur/v12_n5.pdf
[15] Darij Grinberg, The Vornicu-Schur Inequality and Its Variations: http://www.cip.ifi.Imu.de/
“grinberg/VornicuS.pdf
[16] K. Wu, Andy Liu: The Rearrangement Inequality: http://umdrive.memphis.edu/ccrousse/public/
PUTNAM/Rear.pdf
[17] Kiran Kedlaya: Notes for the Math Olympiad Program: http://www.artofproblemsolving.com/
Resources/Papers/Kedlayalnequalities.pdf

62Platné k 29.5.2011.
111



ZDOLAVANI NEROVNOSTI

112



Zavér

7Zda se to neuvéritelné, ale skutecné nadesel ¢as louceni. Zcela jisté chceme podékovat a
zaroven poblahopfat véem nadSenciim, ktefi se procetli az do konce této mimotradné porce
matematiky. Na samotny zaveér nezbyva nez poprat, at vds matematika neomrzi a prinasi
vam radost znovu a znovu, jako je tomu v pfipadé autort seriélu. :)

Michal Rolinek a Pavel Salom
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